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AVANT-PROPOS 


L’hydrodynamique qui est l’une des sciences les plus anciennes 
prend aujourd’hui (et ce n'est pas pour la première fois dans son 
histoire) un nouvel essort prodigieux. Les causes en sont nombreuses. 
La première et principale cause réside dans les possibilités offertes 
par le développement des calculatrices électroniques. En effet les 
nouvelles techniques du calcul ont mis à notre portée non seulement 
des calculs autrefois impossibles, mais aussi ont permis d'utiliser 
les ordinateurs pour réaliser des expériences qui présentent de grands 
avantages sur les expériences ordinaires. 

La seconde cause : l'élargissement notable des moyens mathéma- 
tiques mis à la disposition de l’hydrodynamique. Tout en perfection- 
nant les méthodes existantes on a créé de nouvelles méthodes de la 
théorie des fonctions d’une variable complexe et de la théorie des 
équations aux dérivées partielles spécialement pour les applications 
hydrodynamiques. On a recours de plus en plus souvent aux métho- 
des modernes de l’analyse fonctionnelle et de la géométrie différen- 
tielle. 

La troisième cause: la révolution scientifique et technique, le 
progrès intense de la technique, les études développées du micro- et 
macrocosmos. Tout cela pose une foule de nouveaux problèmes à 
l'hydrodynamique. 

Ce livre occupe une place particulière parmi les innombrables 
ouvrages consacrés à l’hydrodynamique. Ce n'est ni un manuel pour 
débutants, ni une monographie pour spécialistes. Les premiers cha- 
pitres donnent un aperçu très bref des bases physiques de l’hydrody- 
namique et des éléments des méthodes mathématiques qui y sont en 
usage. Pour les démonstrations le lecteur est renvoyé aux cours 
d’hydrodynamique et d'équations aux dérivées partielles cités dans 
la bibliographie à la fin de chaque chapitre. Il est très souvent fait 
référence au livre des auteurs « Méthodes de la théorie des fonctions 
d'une variable complexe », Editions Mir, M., 1977, désigné par les 
lettres L. et Ch. Dans les chapitres suivants on traite des problèmes 
empruntés aux diverses branches de l’hydrodynamique, d’une façon 
qui est loin d’être exhaustive. 
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Au XIX et au début du XX siècle les traités d'hydrodynamique 
comprenaient essentiellement de longs calculs sur des fonctions élé- 
mentaires et spéciales. Selon une expression imagée de S. Goldstein, 
un hydrodynamicien américain contemporain, sous ces calculs on 
ne pouvait plus distinguer l'eau, ni s'imaginer qu'elle est mouillée. 
Même aujourd’hui on trouve pas mal de travaux qui contiennent des 
calculs longs et complexes des solutions exactes des équations diffé- 
rentielles d’hydrodynamique, qui n'ont rien à voir avec la réalité. 
A notre avis l'intérêt pratique de telles recherches est sensiblement 
dévalorisé ne serait-ce que pour la simple raison que les équations de 
l'hydrodynamique elles-mêmes ne sont qu'une très grossière appro- 
ximation de nombreux phénomènes physiques. De sorte que certains 
résultats de la théorie « exacte » rappellent par leur absurdité les 
calculs avec un grand nombre de chiffres significatifs d'une valeur 
qui n’est en réalité qu’une très grossière approximation de la valeur 
exacte. 

Ce livre ne contient ni de longs calculs ni de théories encombran- 
tes. Les auteurs sont persuadés que les phénomènes physiques inté- 
ressants sont dans leur majorité tellement complexes que le niveau 
actuel de la science permet rarement de mettre au .point une théorie 
universelle expliquant le phénomène étudié à chaque phase de son 
évolution spatio-temporelle. Il nous semble plus rationnel de repé- 
rer, au moyen d'expériences et d'observations, les paramètres prin- 
cipaux qui gouvernent le phénomène dans l'intervalle spatio-tempo- 
rel étudié et de construire un modèle mathématique simple qui ne 
tienne compte que de ces paramètres. 

Dans de nombreux cas les solutions de ces problèmes locaux né- 
cessitent des corrections faisant intervenir des paramètres secondai- 
res, qui ont une certaine influence. Cette prise en compte s'effectue 
par l'intermédiaire d'algorithmes supplémentaires agissant sur les 
solutions des problèmes modèles. Pour obtenir un tableau général 
du processus il suffit maintenant de raccorder les solutions des pro- 
blèmes locaux particuliers. A cet effet on s'adresse à des notions 
assez générales telles que la continuité du champ de vitesses, etc. 
Notons que le schéma général décrit de la résolution des problèmes 
d’hydrodynamique est assez bien adapté à l’organisation du calcul 
machine. 

Le but principal visé par ce livre est d'initier les jeunes cher- 
cheurs en hydrodynamique à certains phénomènes intéressants mais 
encore peu étudiés de l'immense réserve dont cette science dispose. 
Certains de ces phénomènes se laissent interpréter qualitativement 
et quantitativement par des modèles mathématiques, d’autres restent 
entiers. Pour cette raison on trouvera en marge des résultats finis 
de nombreuses hypothèses et positions de problèmes. Les auteurs 
pensent que cet ouvrage atteindrait son objectif si ces problèmes 
éveillaient la curiosité des lecteurs. 
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Quelques-uns des nouveaux résultats présentés dans le livre sont 
dus aux chercheurs de l’Institut d’hydrodynamique de la Section 
Sibérienne de l’Académie des sciences de l'URSS. Le $ 34 repose 
essentiellement sur les résultats obtenus par R. Garipov, $ 44 par 
A. Déribas, $$ 38 à 43 par V. Kouznetsov et les chapitres I et IX 
par B. Lougovtsov. Qu'ils trouvent ici l'expression de notre grati- 
tude. 

Nous remercions respectueusement l’académicien L. Sédov qui a 
attentivement relu le manuscrit et dont les remarques judicieuses 
ont permis d'améliorer l'exposé. 

M. A. Lavrentiev, 
B. V. Chabat 


CHAPITRE PREMIER 


MODÈLES MATHÉMATIQUES 
DU MILIEU FLUIDE 


Rappelons quelques notions fondamentales de la dynamique des 
milieux continus. On dit que le mouvement d’un milieu occupant 
un certain volume est donné si à tout instant t on peut définir (i.e. 
calculer avec toüute la précision voulue) le champ de vitesses des 
éléments matériels V (x, t) en tout point x de ce volume. Cette défi- 
nition générale a besoin d’être précisée dans de nombreux cas. Les 
frontières du domaine occupé par le milieu en mouvement peuvent 
varier avec le temps; elles peuvent être inconnues a priori et doivent 
alors être déterminées avec le champ de vitesses à partir de condi- 
tions données; les frontières peuvent apparaître au cours du mouve- 
ment lorsque par exemple dans le milieu se forment des poches ou 
naissent des ondes de choc. 

Outre le champ de vitesses on doit généralement donner d’autres 
grandeurs décrivant l’état du milieu: la densité p (x, t), la pression 
P (x, t), la température 7 (x, t), etc., selon le problème posé. 

Pour pouvoir décrire mathématiquement le mouvement du mi- 
lieu continu, il faut mettre au point un modèle mathématique adé- 
quat. Généralement ce modèle ne doit refléter que les propriétés 
les plus importantes, sinon il se mettrait mal à l'étude, donnerait 
peu de résultats concrets et rendrait difficile la comparaison de la 
théorie avec l'expérience. Un modèle bien choisi permet souvent de 
mener à bien la résolution du problème. 


$ 1. Fluide incompressible non visqueux 


Equations fondamentales. Parfois la compressibilité du milieu 
est si faible qu'on peut la négliger. L'écoulement du fluide non vis- 
queux se laisse alors décrire, en l’absence de forces extérieures, par 
les équations d'Euler suivantes: 


div V = 0, (1) 
LV, VV= — 1 grad P+F 2 
+ (Vs V)V= —<grad P+F. (2) 
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La première équation traduit sous forme mathématique la con- 
dition d’incompressibilité, la seconde est précisément l'équation du 
mouvement: au premier membre on a l’accélération w — FT des 
particules en mouvement, au second, les forces hydrodynamiques 


( — + grad P) et extérieures (F) appliquées à ces particules. 


Le système d'équations aux dérivées partielles (1) — (2) est très 
général et de ce fait n’est susceptible de décrire qu'un nombre assez 
restreint de problèmes d'hydrodynamique. On obtient des applica- 
tions plus intéressantes si l’on impose certaines conditions complé- 
mentaires aux mouvements étudiés. Voici quelques-unes de ces con- 
ditions. 

Potentialité. Supposons que le fluide se trouve dans un champ 
de forces conservatives, i.e. les forces F agissant sur lui dérivent 
d'un potentiel U: 


F = grad U (3) 
(par exemple le fluide se trouve dans le champ de la pesanteur orien- 
té suivant l'axe des 2, i.e. U — —gz). Dans ce cas un théorème dit 


que la circulation l du vecteur vitesse le long d'un contour « fluide » 
fermé quelconque (i.e. une courbe fermée constituée des mêmes par 
ticules fluides ; pour t fixe tout contour dans l’espace est un contour 
fluide) reste constante au cours de l'écoulement : 


ar d 
= Ÿ(V, dx)=0. 
l 


Il en découle que pour un écoulement dont la vitesse initiale est 
nulle, la circulation le long d’un contour « fluide » fermé est identi- 
quement nulle. D'où il suit en vertu de la formule de Stokes 


, 4xX)= , n)dS, 
gt dx) jetr n) d 


où S est une surface tendue sur le contour /, et du fait que la surface 
S est arbitraire, que 


rot V—0 (4) 


pendant l'écoulement. La quantité © = rot V qu’on appelle rotation 
définit la vitesse de rotation du volume élémentaire de fluide. L'équa- 
tion (4) est donc la condition d'absence de rotation. 

On sait que la relation (4) représente une condition nécessaire et 
suffisante de potentialité du champ de vitesses 1), i.e. d'existence 


1) La condition (4) est nécessaire et suffisante uniquement dans! es domaines 
simplement connexes; pour un domaine quelconque cela n'est vrai que locale- 
ment, au voisinage de chaque point. 
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d’une fonction scalaire q (x, t) — potentiel des vitesses — telle que 
V = grad (5) 


(ici comme dans (3) le gradient n’est pris que par rapport aux coor- 
données spatiales x). 

La condition de potentialité simplifie beaucoup les choses. On 
voit tout de suite que d’ après (5) la vitesse est complètement définie 
par le potentiel, de sorte qu'au lieu de la fonction vectorielle incon- 
nue V il nous suffit de chercher la fonction scalaire q. En portant 
ensuite (5) dans (1) on constate que œ est solution de l’éguation de 
Laplace 

92 #2p sp _ 
= t'as ton 0 (6) 


autrement dit est une fonction harmonique. Les propriétés des fonc- 
tions harmoniques sont bien étudiées et sont d’un grand usage en 
hydrodynamique. 

L'équation (2) nous permet maintenant de déterminer œ en fonc- 
tion du temps et la pression P. Or la condition de potentialité permet 
également de simplifier cette équation. En effet, la formule classi- 
que d'analyse vectorielle 


(V, V)V= lo, V}+ grad &. (1) 


(où æ = 0), v = | V | étant la valeur absolue du vecteur vitesse, 
et les formules (3), (5) nous permettent d'écrire l'équation (2) sous 
la forme 


grad (5 ++ ++ U )= = (0. 
D'où l'on tire la formule dite de Cauchy-Lagrange 
ôçp vi P _ 
dut s VD) (8) 


où ® est une fonction du temps; elle remplace l'équation du moue 
vement (2). 

Ecoulements stationnaires. Toutefois, les simplifications appor- 
tées par l’hypothèse de potentialité ne sont pas encore suffisantes 
surtout si l’on veut obtenir des résultats quantitatifs. On simplifie 
davantage le problème en supposant que l'écoulement est stationnaire. 
c'est-à-dire le champ de vitesses est indépendant du temps. L’équa- 
tion de Laplace (6) décrit alors complètement les vitesses et la rela- 
tion (8) devient 


3 P 
En isr ced = const (9) 


et s'appelle formule de Bernoulli. 
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Donc tout revient à chercher une fonction harmonique réalisant 
les conditions du problème. La formule de Bernoulli est une rela- 
tion finie (et non différentielle) qui relie la vitesse à la pression; le 
potentiel U du champ de forces extérieures est connu dans les problè- 
mes ordinaires. 

Ecoulement plan. Or, dans la multitude de fonctions harmoniques 
il est très difficile de trouver celle qui vérifie les conditions du pro- 
blème. Ceci explique que bien peu de problèmes spatiaux d'hydro- 
dynamique ont pu être résolus jusqu'au bout. 

Il est beaucoup plus aisé de résoudre les problèmes plans sous 
l'hypothèse complémentaire que le champ de vitesses est plan. Cela 
signifie qu’il existe une direction N à laquelle toutes les vitesses du 


Fig. 1 


champ sont perpendiculaires et dans tous les plans perpendiculaires 
à N le champ conserve son aspect (de sorte que les champs sont con- 
fondus à une translation suivant N, fig. 4). Un tel champ est complè- 
tement décrit par l’un des champs de vitesses dans un plan perpen- 
diculaire à N. Dirigeons N suivant l’axe des z et désignons par V, 
et V, respectivement les composantes du vecteur vitesse V sur les 
axes des x et des y. Les conditions d’incompressibilité et de poten- 
tialité, i.e. les ie (1) et (4), se mettent alors sous la forme 


OVz _ re 

êz +2 % ôy ôz (10) 
Le potentiel des vitesses q sera une fonction harmonique de deux 

variables, autrement dit sera solution de D de Laplace 


_ 819 ap _ 
A Tr + ETC (11) 


les composantes de la vitesse s'expriment comme suit en fonction 
de œ: 


Q ô 
Ven, Vi. (12) 
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La première équation (10) montre que l'expression —V, dr + 
+ V, dy est (localement) la différentielle exacte d’une fonction 
w (x, y), de sorte que 


Q à 
—V,=<+, Ve. (13) 
La direction de la tangente à la courbe 1 (x, y) — const déduite 
de l'égalité di = —V, dx + V, dy = 0, coïncide évidemment avec 
celle du vecteur vitesse (# = 72 , voir fig. 1) si bien que les cour- 
x 


bes de niveau 1 = const sont les directions vectorielles du champ 
de vitesses. En écoulement stationnaire ces courbes sont confondues 
avec les trajectoires des particules mobiles, c'est-à-dire avec les 
lignes de courant, d’où le nom de fonction de courant donnée à Ÿ. 
De la seconde équation (10) il s'ensuit que 1 tout comme est une 
fonction harmonique et la comparaison de (12) et de (13) montre 
qu'entre ces fonctions on a les relations 


ôœ __ dÿ 0œ ____ d% 
De ANS, Op 7 op (14) 
De telles fonctions sont dites conjuguées harmoniques !). 

Les simplifications notables apportées par l’hypothèse d'écoule- 
ment plan s'expliquent par les deux faits suivants: 1) la fonction de 
courant en termes de laquelle sont formulés plusieurs problèmes est 
définie de façon naturelle dans le cas plan alors qu'elle l’est diffi- 
cilement dans le cas spatial ; 2) dans les problèmes plans le potentiel 
et la fonction de courant forment ensemble une fonction analyti- 
que *) dont la théorie est très bien élaborée tant qualitativement que 
quantitativement. e 

Le schéma de l'écoulement plan ne s'applique pas seulement aux 
champs de vitesses plans. Il est utilisé aussi à la description appro- 
chée de cas plus généraux, par exemple l’étude de l’écoulement autour 
d’une aile d'avion sur une grande partie de son envergure (la théo- 
rie de l'aile d'envergure infinie) ; aux extrémités de l'aile le schéma 
n'est plus valable et doit être précisé. 

Ecoulement à symétrie axiale. Un écoulement est dit à symétrie 
ariale si tous les vecteurs vitesses sont contenus dans des demi-plans 
passant par une droite dite axe de symétrie, la configuration du 
champ étant la même dans tous ces demi-plans (fig. 2). Le champ 


1) L'harmonicité de chacune des fonctions @ et découle automatique- 
ment de (14): en dérivant la première équation par rapport à x, la seconde par 
rapport à y et en les additionnant on obtient Ag = 0; en dérivant la première 
équation par rapport à y, la seconde par rapport à z et en soustrayant on obtient 


1 = 


?) Le lecteur non averti pourra se familiariser avec cette notion au chapitre 
uivant. : PA | 


20622 


48 MODÈLES MATHEMATIQUES DU MILIEU FLUIDE [CE 1 


de vitesses d'un écoulement à symétrie axiale est complètement dé- 
crit par un champ plan dans n'importe lequel de ces demi-plans. 

Prenons pour axe des zx l’axe de symétrie et désignons par y la 
distance à l'axe, par V, et V, respectivement les coordonnées du 
vecteur vitesse dans ce système. Les conditions d'incompressibilité 
et de potentialité s’écrivent 


: av 
2642 (Vs), 207w CA 0) TE = 0. (15) 


I1 découle de la en équation que l'expression V, dr + V, dy 
est la différentielle exacte (localement) de la fonction , qui l'est 
dite potentiel des vitesses. On a 

— 39 ôp 

Ve=rs Vi=-ggr (6) 
et de la première équation (15) il 
suit que æ est Re de l'équation 

&p 1 8p 

ES F y —0, (17) 
qui n’est autre que l'équation de 
Laplace en coordonnées cylindri- 
ques (voir (2), de sorte que æ est une fonction harmonique en zx et y. 

La première équation (15) nous apprend que l'expression 
—yV,, dx + yV. dy est la différentielle exacte (localement, elle aus- 
re de la fonction 1, qui est dite fonction de courant. On a 


Fig. 2 


1 1 à 
Vénus Ve: (18) 
d’où, tout comme dans le cas plan, on déduit que les courbes de ni- 
veau Ÿ = const sont des lignes de courant. La fonction 1 satisfait à 
l'équation 

8Mp | 8% _ 1 

“or Top y ôy 0, (19) 


qui n’est plus une équation de Laplace, de sorte que W en coordonnées 
cartésiennes n'est plus une fonction harmonique. La fonction de 
courant et le potentiel sont liés par les relations 


p _ d ôp ___ _ dÿ 

VS — y? Ty 3x * (20) 

On voit donc que les écoulements à symétrie axiale ont beaucoup 

de traits communs avec les écoulements plans. Les avantages de 
l'écoulement plan mentionnés plus haut valent, le premier intégrale- 
ment, le second partiellement, pour les écoulements à symétrie 
axiale : il est possible d'élaborer une théorie qualitative assez com- 
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plète des solutions du système (20), alors que la théorie quantitative 
est loin de pouvoir l’être aussi bien que pour les solutions du systè- 
me (14), c'est-à-dire pour les fonctions analytiques. 

Ecoulement à rotation donnée. On a vu que l'existence d’un 
potentiel des vitesses @ est une conséquence de l'hypothèse sur l’ab- 
sence de rotation, soit © = rot V = 0. En vertu de l'identité connue 
rot grad o = 0 la réciproque est aussi vraie : pour les écoulements à 
potentiel la rotation est nulle. 

De nombreux effets hydrodynamiques sont incompatibles avec 
le schéma des écoulements à potentiel. Ce dernier est alors remplacé 
par un schéma d'écoulement à rotation donnée ©. Introduisons la 
fonction de Lamb 


vi P 
ES (21) 
(v = | V | est la valeur de la vitesse, P la pression, p la densité) en 


supposant toujours que le fluide est incompressible et que les forces 
extérieures qui lui sont appliquées dérivent d’un potentiel U. La 
formule (7) nous permet de mettre l'équation (2) sous la forme 


D +0, Vi= —gradZ. (22) 


Cette équation est dite équation de Lamb. Sous cette forme l'équation 
du mouvement est fort commode pour l'étude des écoulements à 
rotation donnée. 

Examinons le cas de l’écoulement plan. Ici le vecteur rotation 


i ji k 
_|4 à à Vy av, 
Ne Fe) 

Va V, 0 


est perpendiculaire au plan d'écoulement et est complètement caracté- 
risé par la grandeur scalaire 


ôVy av, 
CR er 3 (23) 


que nous appellerons ici rotation. Supposons de plus que l’écoule- 
ment est stationnaire ; alors en substituant © — œk dans l'équation 
de Lamb (22) on peut.l’écrire sous forme de deux égalités scalaires 

o, =—— —ov,= +. 
Si l’on introduit la:‘fonction de courant + par les formules (13) et 
qu’on identifie ensuite les dérivées mixtes de la fonction A, on 


2% 
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obtient l'identité 
do 2 _ 20 2% _ 6, A 


qui montre que la grandeur o doit être constante sur les courbes de 
niveau = const, c’est-à-dire ne dépendre que de Ÿ: 

o = o (y). (25) 
Dans les applications la forme de cette dépendance est habituelle- 
ment supposée connue. 


En portant la fonction de courant dans (23) on constate qu'elle 
est solution de l'équation aux dérivées partielles 


ap= RE + LÉ = — 0 (4) (26) 


Si la fonction © (ÿ) n’est pas linéaire, l'équation (26) ne l’est pas 
non plus et de ce fait est difficile à étudier. Si le second membre de 
cette équation est constant, l'équation se ramène à l'équation de 
Laplace (cf. chapitre V de ce livre). 

Une situation analogue se présente dans le cas des écoulements à 
symétrie axiale. La rotation se caractérise aussi par une grandeur 
scalaire © qui, dans les notations précédentes (x la coordonnée le 
long de l’axe de symétrie, y la distance à cet axe), a la forme (23). 
L'identité (24) est remplacée par l'identité 


CHACANA 9 po \ 9 _ ’ 
Ælle el )e-0 (24) 

d'où l’on déduit que 
© = yo (V), (25") 


où ©, est une fonction. La fonction de courant est solution de l’équa- 
tion 
Sp 8 1° , 
tr ge — y20, (Ÿ). (26°) 
Conditions aux limites. Revenons au schéma de l’écoulement à 
potentiel. La résolution des problèmes d'hydrodynamique ainsi 
schématisés se ramène à la recherche de la solution de l'équation aux 
dérivées partielles (6) qui satisfait à certaines conditions supplémen- 
taires traduisant précisément le côté spécifique du problème. L'exa- 
men des propriétés des solutions de cette équation ne réalisant pas 
ces conditions supplémentaires ne nous renseigne que sur les proprié- 
tés générales des écoulements à potentiel, le gros du problème restant 
la formulation de ces conditions et la construction de la solution les 
vérifiant. 
Il existe deux types de’conditions supplémentaires : les conditions 
initiales et les conditions aux limites. Les conditions initiales doi- 
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vent être posées uniquement pour les écoulements non stationnaires. 
Elles consistent en la donnée, à l'instant initial (ordinairement 
t = 0), du domaine D, occupé par le fluide et en la distribution 
du potentiel sur ce domaine 


p (x, 0) = f (x). (27) 


La fonction donnée f doit être solution de l'équation de Laplace 
dans D,, c'est-à-dire être harmonique dans D,;. 

L’écoulement ultérieur est déterminé à partir des conditions aux 
limites posées sur la frontière l', du domaine d’écoulement D, pour 
tout instant t>0. Dans beaucoup de problèmes l', est divisé en 


Fig. 3 
trois parties (voir fig. 3): une frontière solide immobile F,, une 
frontière solide mobile l', et une frontière libre l.. Ecrivons les 
conditions aux limites correspondant à ces parties. 

a) Frontières solides mobiles. Soit F (x, t) = 0 l'équation de cette 
frontière ; la fonction F est supposée donnée. La vitesse de dépla- 
cement de la frontière dans la direction de sa normale est égale à 

9F 
ER 


Un= — Tr 


IgradF|° 
où le gradient est comme toujours calculé par rapport aux coordon- 
nées spatiales. Pour les frontières solides on adopte encore la condi- 
tion d'imperméabilité, selon laquelle U, doit coïncider avec la com- 
posante normale (par rapport à la frontière) de la vitesse du fluide, 
c'est-à-dire avec la quantité 


| grad F 
n=\gradp dr] )- 


Ainsi donc, la condition aux limites s'énonce ici: pour tous les 
xet t vérifiant l'équation F (x, t) — 0, où F est donnée, on a la re- 
lation 


+ (grad y, grad F)—0. (28) 


b) Les frontières solides immobiles pourraient être considérées com- 
me un cas particulier des mobiles lorsque la fonction F ne dépend pas 


22 MODELES MATHEMATIQUES DU MILIEU FLUIDE (CH. I 


de t. La condition aux limites correspondante s’énonce par consé- 
quent: pour tous les x vérifiant l'équation F (x) = 0 et pour tous 
les t on doit avoir 


(grad, gradF)=0 ou À =0, (29) 


où Lest la dérivée dans la direction de la normale à la frontière. 


c) Frontières libres. La forme de ces frontières n’est pas connue 
a priori, la condition (28) (ou (29) si la frontière considérée est immo- 
bile) reste valable comme condition aux limites avec une fonction 
inconnue F. Par ailleurs, on admet généralement que sur la surface 
libre la pression P est constante (est égale à la pression atmosphéri- 
que s’il s’agit des réservoirs d’eau découverts). En vertu de la for- 
mule de Cauchy-Lagrange (8) ceci nous conduit à une relation complé- 
mentaire, satisfaite à la nr libre: 


+ | grad p[?—U = const, (30) 


où U est le ns ie forces extérieures s’exerçant sur la fron- 
tière (la fonction ® du second membre de (8) pouvant être incluse 
dans @ comme terme additif non essentiel). 

Dans le cas d’un écoulement stationnaire les frontières ne dépen- 
dent pas de t si bien que sur les portions solides (connues) doit être 
réalisée la condition aux limites (29) et sur les portions libres la mê- 
me condition (29) avec F inconnue ainsi que la condition (30) privée 
du terme en +. 

Pour un écoulement plan ou un écoulement stationnaire à symé- 
trie axiale les conditions aux limites se formulent particulièrement 
bien en termes de fonction: de courant. En effet, pour ces écoulements 
les lignes de courant ÿ = const et les lignes ç = const sont deux à 

d' 


deux orthogonales 1) et en outre, la nullité de la dérivée 7 suivant 
une direction quelconque / entraîne celle de la dérivée + dans une 


direction m perpendiculaire à ! *). De sorte que sur Le frontière de 
l'écoulement on peut remplacer la condition æ_0 par la condition 


ôn 
= = 0, la dérivée étant prise dans la direction de la frontière. Or, 
1) En effet, de (14) et de (20) il vient que (grad y, grad p= 7 LAN 
3e _ 0, 
ER "oy 
3) Fo effet, ra a est l'angle de la direction !{ avec l'axe des x, alors 
= + IQ E OU: 17 
A — Z 08 @ + ET sinæ et Om x sin &+ F7 cos: la proposition 


est a tauau immédiate en utilisant (14) ou (20). 
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la dernière condition traduit le fait que = const sur la frontière, 
autrement dit que la frontière est une ligne de courant. 

Cette formulation simple des conditions aux limites dans les 
problèmes plans et à symétrie axiale constitue précisément l’une des 
deux circonstances simplificatrices mentionnées plus haut. 


$ 2. Compressibilité 


Si le fluide s'écoule à des vitesses comparables à celle du son 
dans un fluide, sa compressibilité commence à jouer. La densité p 
du fluide n’est pas constante et doit être considérée comme fonction 
inconnue. Le problème est notablement compliqué par l’apparition 
d'effets inexistants dans le cas incompressible. 

Equations fondamentales. La condition d’incompressibilité 
div V = 0 est maintenant remplacée par l'équation plus générale 


%+ div (pV) =0;; (1) 
l'équation du mouvement reste la même 
CA 
+ (V, VV+S grad P=0; @) 
on obtient une nouvelle équation thermodynamique 
dS ôS 
= + (V, V)S =0 (3) 


qui traduit l'absence d'échange de chaleur entre les éléments du 
milieu, à savoir, l’entropie S de chaque élément est constante, i.e. 
la nullité de la dérivée totale par rapport au temps de l'’entropie. 

Toutefois, le système (1) à (3) ne suffit pas à décrire les processus 
se déroulant dans un milieu compressible. 


On doit lui adjoindre une relation liant les grandeurs P, pet S, 
dite équation d'état du milieu, 


P=P{(p, S). (4) 
Cette relation qui est une conséquence des lois générales de la ther- 


modynamique est déterminée par les propriétés du milieu. Ainsi, 
pour un gaz parfait cette relation est de la forme 


s 
P=e" p\}; (5) 
la constante y ="? (rapport des chaleurs spécifiques à pression 


constante et à volume constant) est appelée indice de l’adiabatique 
de Poisson. 
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Hypothèses simplificatrices. L'une de ces hypothèses est la condi- 
tion d'’isentropie, c'est-à-dire que l’écoulement a lieu dans un milieu 
d'entropie S$ = const. Pour les écoulements isentropiques l'équa- 
tion (3) est automatiquement satisfaite et de (4) il vient que la pres- 
sion n'est fonction que de la densité. Les processus caractérisés par 
cette dernière propriété sont dits barotropes. 

Le théorème de constance de la circulation de la vitesse le long 
d’un contour fluide fermé est valable pour les écoulements isentro- 
piques tout comme pour les écoulements incompressibles. D'où 
l'intérêt de considérer les écoulements isentropiques à potentiel 
d'un fluide compressible. 

A noter, toutefois, que sous certaines conditions les fluides com- 
pressibles contrairement aux fluides incompressibles peuvent être 
le siège, même dans le cas de conditions initiales différentiables, 
de discontinuités dites fortes qui sont des surfaces sur lesquelles les 
grandeurs hydrodynamiques (la densité et la pression par exemple) 
varient par saut. Il découle de considérations thermodynamiques 
ainsi que des lois de la conservation de l'impulsion et de l'énergie 
qu'au passage d’une telle discontinuité la particule voit son entro- 
pie varier par saut et son isentropicité violée. L'apparition de for- 
tes discontinuités met également en défaut le théorème de la conser- 
vation de la circulation pour lequel la condition d’isentropicité est 
essentielle. On voit donc que la présence de fortes discontinuités dé- 
truit nos hypothèses simplificatrices. 

Néanmoins, la classe d’écoulements isentropiques à potentiel 
d'un fluide compressible est suffisamment vaste et se rencontre fré- 
quemment dans les applications. 

Ecoulements plans stationnaires. La théorie se trouve sensible- 
ment simplifiée si, en plus des hypothèses d’isentropicité et de po- 
tentialité, on exige que l'écoulement soit plan et stationnaire. L'équa- 
tion de continuité (1) devient 


à (PV 
2673 CIE A = y) =0: (6) 
il faut lui ajouter la condition d'absence de rotation 


st 0; (7) 


l'équation du mouvement (2) est remplacée par la formule de Ber- 
noulli 


(VE + Vi)+ je SP _ const (8) 


po 
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(on néglige les forces extérieures car elles ne sont pas essentielles 
aux grandes vitesses). Le second terme 


p 
e@= [+ 
po 


est dit enthalpie du milieu; comme grad Q (p) = 10 grad p — 


nes grad P, l'intégrale (8) s'obtient à partir de l’équation du mou- 


vement (12) de la même façon que dans le cas du fluide incompres- 
sible. 
Pour un gaz parfait (l’entropie S est constante) 


P 4 
QO= =, 


S 
où c? — _ = yepY-1 est le carré de la vitesse du son dans ce 
gaz, de sorte que la formule de Bernoulli s'écrit 


;2 c] 

++ — — const ; (9} 
la vitesse du son est donc fonction de la vitesse d'écoulement du 
gaz v. D'où l’on déduit immédiatement un résultat établissant une 
différence fondamentale entre les écoulements d’un gaz parfait et 
ceux d’un fluide incompressible, à savoir la vitesse d'écoulement du 
gaz ne peut excéder une valeur v,, dépendant des propriétés de ce 
gaz et à laquelle la vitesse du son est égale à zéro. Au second membre 


2% 
de (9) la constante est visiblement égale à su (la vitesse maximale 


étant atteinte à c = 0). Si maintenant dans cette relation on porte 
c* exprimé en fonction de p, après des transformations simples on 


obtient 
P = Po (1 ni 


Fr (10) 
Cette relation peut être regardée comme la formule de Bernoulli pour 
un gaz parfait ; la constante p, est égale à la densité du gaz immobile 
(à v — 0) et comme v,, dépend des propriétés de ce dernier. 

De toute évidence dans le cas général des écoulements à potentiel 
stationnaires dans des milieux barotropes on peut, ici également, à 
partir de la formule de Bernoulli (8) exprimer p en fonction de 
v— VV2 + Vi. Si l’on substitue cette relation dans (6), on est 
conduit à un système de deux équations différentielles du premier 
ordre (6) et (7) en V,et V,. Contrairement au cas du fluide incom- 
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pressible ce système est non linéaire!), ce qui est la principale source 
des nouvelles difficultés dues à l'hypothèse de compressibilité. 

Equation pour le potentiel. Poursuivons la description des écoule- 
ments plans sous les hypothèses faites ci-dessus. La relation (7) en- 
traîne l'existence d'un potentiel des vitesses p, de sorte que 


â à 
Ve= +, Vy= (11) 
et (6), l'existence d’une fonction de courant 1 telle que 
Do, pe (42) 


Les courbes de niveau y = const sont toujours les lignes de cou- 
rant et elles sont toujours perpendiculaires aux lignes équipotentiel- 
les @ = const. La comparaison de (11) et (12) nous conduit au sys- 
tème d'équations différentielles 


8p _1 2 ôp _ 1 (13) 


"6x — P "ay ? "ay p ôz 


où p est une fonction connue de la vitesse 14 (2) + (? fr: Si 
l'on pose p = 1, ce système se transforme en le système (14) du pa- 
ragraphe précédent, qui, rappelons-le, décrit les écoulements plans 
d'un fluide incompressible. 

En éliminant entre les équations du système (13) la fonction 1 
on obtient l’équation 


alræ)ta(ra)=0 


ou encore 
dp dp dv , dp dp d& _ 
p(RE+ Ge) + SE + SE = 0. C4 
En dérivant (8) par rapport à p on trouve 
dp _ Pr pv . 
par ailleurs de la formule v — Vq£ — >?) on obtient = 


1 Q 1 $ 
si (PxPzrx + PyPxy) et 7% 5 (PxPry + PyPyv)- En substi- 
tuant ceci dans l'équation (14) il vient après des transformations 
évidentes 

(c2— p£) Prx — 2PxPyPxy + (2 — pi) Puy = 0. (16) 

1) La non-linéarité du système (6)-(7) est due à la présence de p= 


=P(V 243). 


3) Ici et plus loin on utilise la notation condensée pour les dérivées 
partielles. 
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Dans le cas d’un fluide incompressible il lui correspond l’équa- 
tion de Laplace qui s'obtient à partir de (16)si dans cette dernière 
on pose la vitesse du son c = (à cet effet il faut diviser les deux 


membres de l'équation par c° et poser partout + = 0). L'équation 


(16) est une équation quasi linéaire du second ordre, c’est-à-dire 
linéaire en les dérivées supérieures. 

Barrière du son. Un fait important est que l'équation (16) peut 
changer de type. Le type de l'équation différentielle quasi linéaire 


Ca a ap _ 
A FT SE 2B=— dy +C-3r =0 (17) 


(4, B, C sont des fonctions connues de z, y, p, p. et p,) est défini 
par la forme quadratique 


An — 2Bën + CE. (18) 


L'équation (17) est de type elliptique ou hyperbolique selon que la 
forme quadratique garde ou non son signe. Or, la forme (18) a mani- 
festement le même signe que le trinôme du second degré Ak? — 2Bk + 


+ C (on a posé + = k), et ce dernier conserve ou change son signe 


selon que ses racines sont réelles ou non. Ainsi donc, le type de l’é- 
quation (17) est défini par le signe du discriminant À = AC — B°: 
pour À >> 0 elle est de type elliptique, pour À < 0 elle est de type 
hyperbolique. 

Pour l’équation (16) le discriminant 


A = (c2—p2) (c?— qi) — pipi = c? (c?—v?), 


par conséquent, elle est elliptique aux vitesses subsoniques (v< c), 
et hyperbolique aux vitesses supersoniques (v >c), ce qui signifie 
que l'équation change de type au passage par la vitesse du son. 

Le changement de type de l'équation différentielle modifie ra- 
dicalement la propriété de ses solutions, ce qui est traduit par le 
fait que le caractère du mouvement dans les milieux compressibles 
varie brusquement au passage par la vitesse du son. Certains phéno- 
mènes se transforment alors en leurs inverses. Considérons à titre 
d'exemple le débit W = pv, produit de la densité du milieu par la 
vitesse. En vertu de la formule de Bernoulli la densité est fonction 
de la vitesse, donc, le débit l’est aussi ; la formule (15) donne 


Il s'ensuit qu'aux régimes subsoniques le débit croît avec la vitesse 
alors qu'aux supersoniques il décroît. On pourrait citer d’autres 
phénomènes qui changent brutalement au passage par la vitesse du 
son. On comprend sans peine l’importance que revêt cette circonstan- 
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ce pour un pilote conduisant un avion à une vitesse proche de la 
vitesse du son : une même opération peut produire des effets contrai- 
res en subsonique et en supersonique! 

Caractéristiques. Les régimes sub- et supersoniques d’un milieu 
se distinguent essentiellement par le caractère de la propagation des 
perturbations locales. Plus exactement, en subsonique, les perturba- 
tions se propagent à travers tout l'espace, alors qu’en supersonique 
seulement à l’intérieur d'un secteur. 

L'’explication de ce fait est simple si l’on tient compte de ce que 
les perturbations se déplacent à la vitesse du son dans le milieu. 
Imaginons que le milieu est immobile et la source de perturbations 


a) b) 
Fig. 4 


se déplace en mouvement rectiligne à la vitesse v. Si v << c la source 
se déplace plus lentement que les perturbations qu’elle engendre et 
le schéma des perturbations sera celui de la fig. 4, a. Si v >c la 
Re précédera les perturbations et l’on aura le schéma de la 
fig. 4, b. 

La même chose se produit évidemment si la source est immobile 
et le milieu se déplace à une vitesse sub- ou supersonique. Comme 
nous nous limitons aux mouvements stationnaires nous devons sup- 
poser que dans le cas subsonique des perturbations ont déjà occupé 
tout l’espace et dans le cas supersonique, tout le secteur ayant son 
sommet au point de perturbation; en dehors du secteur le mouve- 
ment n’est pas perturbé. Les frontières de ce secteur, c'est-à-dire 
les lignes séparant la zone perturbée de la zone non perturbée sont 
dites caractéristiques; elles jouent un rôle fondamental dans l'étude 
des écoulements supersoniques. Les écoulements subsoniques n'ont 
pas de caractéristiques. 

Les caractéristiques apparaissent tout naturellement dans la 
théorie des équations aux dérivées partielles. Les équations de type 
elliptique de la forme (17) sont justiciables du théorème d'unicité 
qui dit que toute solution s’annulant dans un cercle quelconque est 
identiquement nulle. Ce qui n’est pas le cas des équations hyperbo- 
liques qui en effet possèdent des solutions nulles dans une zone et pas 
dans une autre. 
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Il se trouve que la ligne de séparation de ces deux zones n'est 
pas arbitraire. En effet (si la solution est différentiable, ce que nous 
supposons), sur cette ligne doivent s’annuler la solution @ avec ses 
deux dérivées partielles æ, et p,. En général, la solution est définie 
de façon univoque par la donnée de sa valeur et de celle de ses déri- 
vées premières sur cette ligne (problème de Cauchy). Or notre ligne 
de séparation est une exception: il existe au moins deux solutions 
vérifiant les mêmes données @ = @, = y = 0: la solution q elle- 
même et la fonction @ = 0. Donc, les lignes de séparation doivent 
être cherchées parmi les courbes sur lesquelles le problème de Cauchy 
n’admet pas une solution unique. 

Déterminons ces courbes dans le cas de l’équation quasi linéaire 
(17). Sur une courbe y: x = x (rt), y = y (t), où test un paramètre, 
posons le problème de Cauchy: 


p=ut(r), px = p (1), py = g(T). (19) 


Ces données doivent être compatibles, i.e. doivent satisfaire à une 
relation qui s'obtient par différentiation de l'identité uw (t) = 
= qlz (rt), y (r)] par rapport à +: 
u= pr + qu 
(le point désigne la différentiation par rapport au paramètre). Le 
problème de Cauchy (19) a une solution unique ® si à partir des con- 
ditions (19) et de l’équation (17) on peut déterminer univoquement 
les dérivées supérieures de œ sur Y. 

Voyons les dérivées secondes +, .y et py,- Ces quantités doi- 
vent vérifier l'équation (17) et deux autres relations, obtenues par 
différentiation par rapport à t des identités , [x (x), y (t)] = p (t) 
et p,lz (rt), y ()] = g (r): 

APxx + 2Bp>y + CEyy = D, 


TPax + YPay = pP, 


Try + YPyy = g- 


Ce système est insoluble ou non univoquement soluble seulement 
dans le cas où son déterminant est 0, c'est-à-dire 


Aÿ2—2Bry+Cx?= 0. (20) 


Il est aisé de voir que si le premier membre de (20) ne s’annule 
pas sur y, alors on détermine de façon unique non seulement les dé- 
rivées secondes mais aussi toutes les dérivées supérieures de la solu- 
tion ; la formule de Taylor nous donne ensuite la solution œ elle- 
même au voisinage de y. Mais si la relation (20) est remplie sur y, 
cette procédure est ou bien impossible ou bien indéterminée. Dans 
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le dernier cas nous obtenons, en particulier, les lignes qui séparent 
les zones où la solution est identiquement nulle des zones où elle est 
différente de zéro (fig. 5). 

Les courbes y satisfaisant à l'équation (20) en chacun de leurs 
points sont dites caractéristiques de l'équation (17). Si l’on pose y’ = 


= À, alors (20) sera une équation du second degré donnant la pente 


Zz 
de la caractéristique. On voit qu’il n'existe pas de caractéristiques 


Fig. 5 


réelles pour les équations de type elliptique (4C — B2 >>0) alors 
que pour les équations de type hyperbolique (4C — B?2 << 0) il passe 
deux caractéristiques par chaque point ?). 

Pour l'équation du potentiel (16), en particulier, les caractéristi- 
ques sont déduites de l'équation 


Gt gù) (SE) +209, EE + (2 — qi) = 0, 
d’où 
dy _ — Papy +e Vur—ci 
DS an — 


(21) 


D'après ce qui précède, en régime subsonique (v< c) il n’y a pas 
de caractéristiques alors qu’en supersonique, par chaque point du 
domaine d'écoulement passent deux caractéristiques (dont la pente 
est définie par les composantes . et p, de la vitesse). En désignant 
par 6 l'angle que fait le vecteur vitesse avec l'axe des x et par & 
l'angle dit de Mach, donné par 


sin & — _ (22) 


(cet angle n'a de sens qu’aux vitesses supersoniques), on peut mettre 
(21) sous la forme 


dy —sin 6 cos 0 + sin a cos a 
FH sin? «— cost Ô =te(8+ a). (23) 
1) Précisons ce qui a été dit: pour les équations linéaires dont 4, B et 

C ne dépendent que de z et de y, les directions des caractéristiques sont en effet 

définies par le point (zx, y). Mais pour les équations quasi linéaires dont les 

coefficients pourraient encore être fonctions de q et de q,, ®,, les caractéris- 

sie dépendent non seulement du point mais aussi de la solution consi- 
e . 
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D'où il résulte qu'en chaque point de la zone supersonique le 
vecteur vitesse est la bissectrice de l’angle des caractéristiques qui 
est égal au double de l’angle de Mach (fig. 6). De là et de la formu- 
le (22) il découle également que la vitesse de déplacement de chacune 
des caractéristiques dans le sens de leur norma- - 
le, V, = vsin «, est égale à la vitesse c du son, 
ce qui estévident puisque les caractéristiques re- 


présentent les fronts de propagation des pertur- V, v 
bations, lesquelles se propagent à la vitesse du œ 
son 02 


Eau peu profonde. Voici encore un problème 
concernant les écoulements à potentiel d’un 


fluide incompressible, conduisant également M 
à des équations de type hyperbolique. Considé- 
rons un écoulement plan non stationnaire dans Fig. 6 


un bassin peu profond à fond rigide y — 
——h (x) et ayant une surface limite libre y = n (x, t); les coor- 


données du vecteur vitesse V, — 2 et, — seront désignées ici 
respectivement par u et v. 
D'abord, remarquons qu'a lieu la relation 
Pa FLE 
DT ln enr 7 Î u (zx, y, t) dy. (24) 


—h(x) 
En effet, d'après la règle de dérivation des intégrales dépendant d'un 
paramètre 


n 


n 
ô à , ô 

| udy=u(s,nt)læ+u(z, —ht)h+ | Si dy. 
h —h 


Or, sur la surface libre et sur le fond sont vérifiées respectivement 
les conditions aux limites 


ô 
y=n(z 9:14 Tu—v=0, 
y= —h(zx): uh'+u—=0. 
En les portant dans l'égalité précédente on obtient 


n n 
ô â à 
judy=—L+v(nn—v(s, —2,9+( ay 
h —h 
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la dernière intégrale étant nulle en vertu de l’incompressibilité, on 
obtient (24). 

Dans la théorie des ondes en eau peu profonde on admet que la 
pression du liquide coïncide avec la pression hydrostatique, i.e. 
elle est proportionnelle à la profondeur 


P = gpln(z, t) — yl + po, (25) 


où p, est une constante égale à la pression atmosphérique. En por- 
tant cette relation dans l'équation du mouvement on trouve pour la 
première coordonnée de la vitesse 


M cpu Eu (26) 


d’où l'on voit que = est indépendant de y. Ce qui entraîne compte 
tenu de (24) que 


ô 
= 7 m+u. (27) 
Introduisons la quantité 
n 
P= | Pay=#(n+n} 
©h 


(on s'est servi de la formule (25)) et posons p=(n+k)p; alors 


où k est une constante pour le liquide donné. Formellement, cette 
relation peut être considérée comme l'équation de l’adiabatique à 


indice y — 2 (cf. la formule (5)). Si l’on substitue les quantités P 
et p dans les équations (26) et (27) et que l'on tienne encore compte 


de ce que met + n 24 , ces équations s'écriront ainsi 
dt ôt ôzx 
ôu ôu __ 1 ôP ôp , d(pu) 
o TU Gr — Tp ôz ! FU ôz = 0. (28) 


Elles ont la même forme que les équations de l'écoulement non sta- 
tionnaire unidimensionnel du gaz. La vitesse de propagation des 
perturbations dans le milieu considéré, c’est-à-dire les ondes à la 
surface du bassin, est définie comme la « vitesse du son » 


és = VEUT. (29) 
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En revenant aux variables n et z on peut écrire le système (26)-(27) 
sous la forme 


= (£-n—2) Us —h'u, (30) 


1 
— Ne = at ue 
On démontre en théorie des équations aux dérivées partielles (voir 
par exemple [3]) que le type du système 


Me = au, + bus + ..., —1n, = du, + cu + ... 


(les points de suspension remplacent les termes sans dérivées) est 
donné par le signe du discriminant 


: b+d\?2 
a=ae— (+8)? 
Pour le système (30), ce discriminant est négatif: 
tps ss Tr 
Sn g 1 x) 8 8 
Par conséquent ce système est de type hyperbolique. 
Le système (30) est difficile à étudier car non linéaire. Si l’on 
admet que les quantités w et n sont petites avec leurs dérivées, on 
arrive à le simplifier (linéariser) sensiblement. Ainsi en négligeant 


les termes de second ordre de petitesse (tels que z?, nu, etc.) on 
approche ce système par un système linéaire 


nm __yèu p.24)  n 1 ôu 


Du ne D ga. 6} 
Il est aisé d'éliminer entre les équations de ce système la fonction 
u de sorte que pour la hauteur de liquide n on obtient l'équation 


Cou ô ôn \ _ 
mea )=0 (82) 
Si le fond du bassin est plan (k = const), (32) se réduit à l’equation 
élémentaire de type hyperbolique 

6? 63 

Sn —ghl= 0. (33) 


ôzx3 


La solution générale de cette équation s'exprime sans peine au moyen 
de deux fonctions arbitraires 


n = f1 (x — Cot) + fe (x + Cot), (34) 
où co = Vgh; les fonctions f, et f, se déterminent à partir des con- 
ditions initiales et aux limites. 

La formule (34) donne la solution sous la forme d’une onde, 
somme de deux ondes se propageant à la vitesse +c,, et dont la 
forme est définie par les fonctions f, et f.. Les caractéristiques du 
3—0822 
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système (31) sont les droites x + cot — const; elles définissent le 
front d’onde (et en particulier séparent la zone de repos de la zone 
perturbée si les fonctions f, et f, ne sont nulles que sur un intervalle 
fini comme c'est habituellement le cas). Le lecteur a évidemment 
observé ces caractéristiques sur l’eau peu profonde : pendant l’arro- 
sage d’une rue les perturbations partent de petites saillies. Au cha- 
pitre suivant nous reviendrons plus en détail sur l’analyse des solu- 
tions de l'équation (33). 

Signalons encore un fait en conclusion. L'approximation grossière 
(linéarisation) appliquée au système (30) nous a conduits à la con- 


clusion que les ondes se propageaient à la vitesse constante c, = V/gh. 


Fig. 7 


Une analyse plus fine nous aurait montré que l'expression de cette 
vitesse est plutôt donnée par la formule (29), c = Vg(h + n), d'où 
découle la précédente pour n = 0. Par ailleurs la formule (29) en- 
traîne le résultat important suivant: en eau peu profonde les par- 
ties supérieures de l'onde pour lesquelles la hauteur n est plus gran- 
de, se déplacent avec une vitesse plus élevée que les parties infé- 
rieures. Ceci explique le phénomène connu du déferlement des va- 
gues sur le rivage (fig. 7). 

Du point de vue mathématique le déferlement est un exemple de 
solution d’une équation aux dérivées partielles présentant des sin- 
gularités. On démontre que les équations elliptiques linéaires de 
coefficients différentiables ne peuvent avoir que des solutions diffé- 
rentiables. Donc les solutions non différentiables (discontinues ou 
possédant des dérivées discontinues) ne se rencontrent que dans le 
cas d'équations hyperboliques ou non linéaires. Les solutions à sin- 
gularités, analogues au déferlement, jouent un grand rôle dans la 
dynamique des gaz supersonique (ondes de choc, chocs de pression). 
Nous en donnerons un bref aperçu au chapitre IV ; ces solutions sont 
impossibles en subsonique. 

A noter encore que si l’on passe du problème plan traité ici au 
problème spatial, alors sous les mêmes hypothèses simplificatrices 
(linéarisantes), pour une hauteur de liquide & = & (x, y, t) on obtient 
au lieu de (32) l'équation 


R-ete(ie)+s)}=0. (85) 


Cette équation approchée est dite acoustique. 
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$ 3. Fluide visqueux incompressible 


Un bon nombre de problèmes concernant l’écoulement d'un fluide 
dans des tubes et des canaux ou le mouvement de solides dans un 
fluide sont insolubles si l’on ne tient pas compte de la viscosité du 
fluide. Nous allons passer brièvement en revue certaines questions 
relevant de la viscosité. 

Equations de Navier-Stokes. Les équations du mouvement d’un 
fluide visqueux incompressible (en l’absence de forces massiques 
extérieures) s'écrivent 

div V = 0, (1) 


av 1 
+ = CAEN à V) V= —7 grad P+vAV, (2) 


où v, le coefficient de nes CRmatqUee est une constante carac- 
térisant le milieu, A — = +— Ta + _ l'opérateur de Laplace. 
L'équation (1) traduit la condition ordinaire d’incompressibilité ; 
l'équation (2) découle du principe fondamental de la dynamique 
d'après lequel À = À div T, où T = (T;j) est le tenseur des con- 
traintes 1), et de la Loi de Stokes qui dit que le tenseur des contrain- 
tes pins en fonction du tenseur des vitesses de déformation 


D =+( at F2) à l'aide de la formule 


ôVi ôV; ] . 
, 


Tiy= — Pôy+ pv (5 dep de 


(3) 


ici à, j = 1, 2, 3; les coordonnées x, y, z sont respectivement dési- 
gnées par 2%, 2», tr: et les composantes de la vitesse par V;, V:, V;; 
Ô;, le symbole de Kronecker qui est égal à 1 pour i = j et à 0 pour 
i = j (pour les détails voir par exemple l'ouvrage de J. Serrin [4)). 

Ainsi donc, l'équation de Navier-Stokes (2) diffère de l'équation 
d'Euler (2) du $ 1, qui lui correspond dans le cas d’un fluide non 
visqueux, par le terme vAV contenant les dérivées secondes du vec- 
teur vitesse. 

Dissipation de l’énergie. Etudions les variationsen fonction du 
temps de l'énergie cinétique d’un volume V se déplaçant avec un 
fluide visqueux. En dérivant sous le signe somme et en se servant du 
principe fondamental de la dynamique on peut mettre la vitesse de 


1) La symétrie du tenseur des contraintes découle de la loi de variation 
du moment cinétique du milieu continu; div 7 est un vecteur de coordonnées 


(div T7); = > — 
a 


3* 


36 MODÈLES MATHÉMATIQUES DU MILIEU FLUIDE [CH. I 
———_—_——_—_—— |." 


variation de cette énergie sous la forme 


dE 


F=rt | V'dæ=p Î (V, &) &= f (V, divT)du. (4) 
12 V v 


Utilisons maintenant la relation 
div (V-T) = T-D + (V, div), 
3 
qui est vérifiée pour tout tenseur symétrique T ; T.D = Ÿ TiyDiy 
4, Ji 


est le produit de convolution des tenseurs 7 et D. Ce produit et la 
formule de Gauss-Ostrogradsky nous permettent d'écrire (4) sous la 
forme 


Ê= f div(V.T) dv— | T-D dv=((V,Tn)dS—[T.Ddv, (5) 
ÿ ; $ v 


où n est le vecteur unité de la normale extérieure à la frontière S du 
volume V. Comme T':n = t est le vecteur des contraintes s’exerçant 
sur S, le premier terme du second membre de (5) représente la puis- 
sance globale des forces surfaciques. Le second terme donne la va- 
leur de la dissipation de l'énergie, qui est égale au travail par unité 
de temps dépensé par les forces de contraintes à la déformation du 
volume V. 

La loi de Stokes (3) qui dit que T-D = —PID + 2pvD.D, 
où 7 = (6;;) est le tenseur unité, et l’incompressibilité du fluide, qui 
entraîne 


3 
A1 Or OPEN, ar © 
1.D=- 2 Cr EPA }=divv=0, 
iJ= 


nous permettent d'écrire la dissipation de l'énergie sous la forme 
p p & 


; (Hi+741) a. (6) 
ji 


pv 
om [Dpa-sf + 
j 


.J= 


Ceci est l'expression de la quantité d'énergie mécanique du volume, 
qui se transforme en énergie thermique dans l'unité de temps. 

Conditions aux limites. L'augmentation de l’ordre de l’équation 
différentielle quand on considère un fluide visqueux entraîne un 
accroissement du nombre de conditions aux limites. Ainsi, sur les 
frontières rigides immobiles, en théorie du fluide non visqueux on 
pose une condition d'imperméabilité (V, n) = 0, alors qu’en théo- 
rie du fluide visqueux on en pose trois (scalaires) : 


V=0. (7) 
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La condition (7) dite condition d'adhérence est justifiée par de nom- 
breuses expériences et traduit le fait qu'entre la surface du cerps 
solide et le fluide visqueux il existe des forces de cohésion molécu- 
laire. 

Sur les frontières rigides mobiles la condition d'adhérence se 
réduit à la coïncidence de la vitesse du fluide avec celle des points 
correspondants de la surface. Sur la surface limite libre doit s’annu- 
ler le vecteur des contraintes 


Tin = 0, (8) 


où n est le vecteur de la normale à la surface, et de plus doit être 
réalisée la condition cinématique d’après laquelle la composante 
normale du vecteur vitesse coïncide avec la vitesse de déplacement 
de la surface dans le sens de sa normale. 

Prise en considération de la viscosité. L'équation de Navier- 
Stokes est beaucoup plus difficile à étudier que l’équation d’Euler 
même de façon approchée sur ordinateur. Par ailleurs, pour les 
milieux ordinaires (tel que l'air ou l’eau) le coefficient de viscosité 
v est faible et il semblerait qu’en le négligeant (i.e. en remplaçant 
l'équation de Navier-Stokes par celle d'Euler) on ne commettrait 
pas d'erreurs sensibles. 

Or il n’en est rien et ce en raison de la différence existant entre 
les conditions aux limites imposées aux équations d'Euler et de Na- 
vier-Stokes. La condition aux limites d’imperméabilité dans un 
fluide non visqueux est à l’origine de plusieurs paradoxes tels que 
l'absence de résistance au mouvement d’un solide dans le fluide (ces 
paradoxes seront examinés au chapitre V). Mais si l’on néglige le 
terme visqueux, la condition d’adhérence devient surdéterminée et 
il est impossible de la satisfaire. 

Pour cette raison la condition d’adhérence entraîne que malgré la 
petitesse de v, les gradients de la vitesse atteignent de très grandes 
valeurs dans une couche mince au voisinage de la frontière. Mais les 
termes visqueux deviennent alors congrus aux autres termes de l’équa- 
tion (2) et il est illégitime de les négliger. L'action des forces de la 
viscosité dans la couche limite provoque le décollement de cette cou- 
che de la surface frontière et dans son ensemble l’écoulement diffère 
essentiellement de celui d’un fluide non visqueux. 

Dans plusieurs problèmes importants le décollement de la couche 
limite engendre en aval du corps contourné des zones à lignes de 
courant fermées et à rotation non nulle (fig. 8). La cause est toujours 
la même: les conditions aux limites d’adhérence. Un mouvement 
irrotationnel est toujours solution de l’équation de Navier-Stokes, 
car si la vitesse V est gradient de la fonction harmonique +, on a de 


toute évidence AV = 0 et il suffit donc de prendre P — —p (qe + 
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+ + |grad le). De sorte que l'écoulement irrotationnel d’un fluide 


visqueux est dynamiquement possible. Mais comme il ne peut pas 
satisfaire aux conditions d’adhérence, on aura automatiquement des 
tourbillons dans un fluide visqueux. 

Les difficultés soulevées par l'étude de l’écoulement d’un fluide 
visqueux dans sa formulation exacte ont incité à chercher des modè- 
les mathématiques plus simples susceptibles de servir de première 
approximation à la réalité. L'un de ces modèles est celui dans lequel 
l'écoulement est supposé être irrotationnel dans certaines zones et de 


Fig. 8 


rotation donnée dans d'autres. Aux chapitres V et IX on verra que 
la considération de la viscosité permet de résoudre pas mal de pro- 
blèmes importants. 
= La faible épaisseur de la couche limite et la grande valeur des 
gradients de la vitesse dans celle-ci ont servi de base à L. Prandtl 
pour développer une théorie approchée d'intégration des équations 
de Navier-Stokes et construire une théorie de la couche limite. Cette 
théorie permet de calculer l’écoulement dans la couche limite et de 
déterminer les contraintes de glissement sur la surface du corps. 
Toutefois elle n’est valable que jusqu'au point de décollement de la 
couche limite et ne permet pas, par exemple, de calculer la résistance 
totale éprouvée par le corps (sauf dans les cas où il n'y a pas de dé- 
collement de la couche limite). Actuellement il n'existe aucune 
théorie qui permette de calculer la résistance offerte par un corps 
se déplaçant dans un fluide. 

L'étude de l'écoulement visqueux est encore compliquée par le 
fait qu'aux grandes valeurs du paramètre sans dimension 


Re =—— (9) 


dit nombre de Reynolds (ici v est valeur caractéristique de la vitesse, 
1 longueur caractéristique), l'écoulement devient turbulent. Il 
n'existe pas de système d'équations complet susceptible de décrire 
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des mouvements turbulents si bien que chaque fois on est obligé de 
recourir à des hypothèses complémentaires fondées sur l’expérience. 

Equation de Helmholtz. En guise de conclusion, exhibons une 
forme d'équation du mouvement d’un fluide visqueux renfermant 
explicitement la rotation. Elle nous sera utile dans les chapitres 
suivants. 


Appliquons l'opération rot aux deux membres de l'équation de 
Navier-Stokes: on obtient l'équation 


+ rot (V, V) V= v A (10) 


dans laquelle &© — rot V comme toujours. On se servira une fois de 
plus de la formule d'analyse vectorielle 


(V, V)V=l{o, V]+grad _. 


(» = | V | est le module de la vitesse), d'après laquelle 
rot (V, V) V = rot [o, V], (11) 


car le rot du gradient d'une fonction différentiable est nul. Dévelop- 
pons le second membre en nous servant de la formule du double pro- 
duit vectoriel et en appliquant l'opérateur V au produit: 


[V, Lo, VI = (V, Vo +o(v, V — V(V, 6) — (w, v) V. 


La condition d'inocompressibilité (1) et l'identité div rot = 0 
entraînent la disparition des termes médians de la dernière formule. 
D'où 

rot l©, V] = (V, V) © — (wo, V) V. 


En portant cette relation dans (11) puis dans (10) on est conduit pré- 
cisément à l'équation de Helmholtz 
"do à 
= + (V, Vo=(e, V)V+vAo. (12) 
Notons encore que dans le cas plan où la rotation n'a qu'une 
seule composante non nulle (& = wk), le premier terme du second 
membre de (12) disparaît et l'équation acquiert la forme 


êw CLIS) CA) ) 
L] 


dw ôw 
D PU Un Ver Con (13) 


où u et v sont les composantes du vecteur vitesse. 


$ 4. Approche dimensionnelle 


Dans de nombreux problèmes mécaniques on réussit à recueillir 
une information utile en faisant appel à des raisonnements fondés sur 
l'analyse dimensionnelle des paramètres essentiels. Nous décrirons 
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succinctement le procédé en renvoyant pour les détails à l'ouvrage 
de L. Sédov [6]. 

Dimensions. Soit un système de grandeurs de base E,, ..., E,, 
en fonction desquelles seront exprimées toutes les autres grandeurs 
d'une théorie. Supposons qu’on ait défini des unités de mesure pour 
ces grandeurs. Supposons qu'une grandeur s'exprime à l'aide de 
E1, ..., E, de telle façon que si £, est multipliée par À, . 
par À,, la grandeur p sera multipliée par un nombre 1 égal à: 


PRET TE ue (1) 


RS 


où Ô1, - - -, 6, sont des nombres. On dit alors que dans le système 
d'unités E;,, ..., E, la grandeur p est de dimension Et, . .., Eëôn, 
ce qu’on note 


ô 
(pl= EN, ..., En. (2) 


Ainsi, en mécanique, on utilise ordinairement le système d’uni- 
tés CGS dont les unités fondamentales sont : le centimètre, le gramme 
et la seconde. Par exemple, dans ce système, la vitesse, l'accélération, 
la densité, la pression et l'énergie ont pour dimension: 


é P=+, We, (=, 


M MLS 
Pl=-x, 1El= 


Les relations établies entre ces grandeurs expérimentalement ou 
par l'étude d’un modèle mathématique doivent être invariantes par 
tout changement d'échelle d'unités des grandeurs de base. Cette 
exigence peut être formulée d'une autre manière : soit une grandeur 
dimensionnée p, fonction d'autres grandeurs dimensionnées p1, .. 
25% Dh: 


P = f (Pas +. Pm); (3) 
cette fonction doit vérifier la relation 
p] = [fl (4) 


L’exigence de la conservation de la dimension permet, malgré sa 
grande généralité, de se prononcer sur le caractère de la dépendance 
j, ce qui peut s'avérer très utile dans nombre de cas. 

Théorème des produits de puissances. Supposons que parmi les 
grandeurs dimensionnées D, ..., Pm les À premières grandeurs 
(4m) aient des dimensions indépendantes. Cela signifie que la 
dimension d'aucune de ces k grandeurs ne s'exprime par un produit 
de puissances des dimensions des autres grandeurs. Le nombre k de 
grandeurs à dimensions indépendantes ne peut dépasser le nombre r 
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d'unités de base. (Par exemple, les dimensions de la vitesse EL , de 


T 
l’accélération _ et de la pression _E sont indépendantes, alors 


que les dimensions de la densité FH , de la vitesse = et de la pression 


M ra 
ra Sont dépendantes.) 


Soit maintenant k le nombre maximal de grandeurs à dimensions 
indépendantes dans le groupe p1, ..., pm de sorte que les dimen- 
sions de Pa+ys + +» Pm S’expriment à l’aide de [p;], ..., [px]. On 
peut donc former des combinaisons adimensionnées 


PR P = 
DS pe RS (5) 
Pit PR Pi! Le 

Supposons que la grandeur p s’exprime en fonction de Dr, . . ., Pm 
à l’aide de la formule (3). On a donc la combinaison 

=> 

PRES (6) 

PS... Pk 


Alors la relation (3) équivaut à la relation suivante entre les grandeur 
adimensionnées : 


nn F (nu, ..., mr) (7) 


Cette assertion est connue sous le nom de théorème des produits 
de puissances. Sa démonstration est exposée dans l’ouvrage de 
L. Sédov [6]. La relation (7) a l’avantage de contenir moins de va- 
riables indépendantes que la relation (3) : m—X dans (7) contre m dans 
(3). Ceci a son importance dans de nombreux problèmes. En parti- 
culier, si 4 = m, par des raisonnements fondés sur la dimension on 
détermine p à un facteur constant près: 


p=Cp#t... per; (8) 


on trouve C soit expérimentalement soit en cours de résolution du 
problème mathématique posé. 

Il existe plusieurs procédés pour choisir parmi les m paramètres 
paramètres de dimensions indépendantes définissant p. La forme de 
la fonction F du théorème des produits de puissances change de toute 
évidence, mais le nombre de variables indépendantes s'abaisse tou- 
jours ddmàäm—k. 

Autosimulation. En règle générale, les grandeurs cherchées d’un 
problème de mécanique sont fonctions du temps t, des coordonnées 
z, y, z et de certaines constantes a;, . .., a, essentielles pour le 
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problème donné, 


P — Î (é, Ts Ys 2 Ayo Am)- (9) 


Le nombre d'unités de base, nous l’avons précisé, est égal à 3. 
Admettons qu'après réduction de la relation (9) à la forme adi- 
mensionnée, la grandeur adimensionnée recherchée ne dépende que 
des combinaisons 
z y 2 
bb” pe * bb” Qu 


où b est une constante, [b] = LT, et de certaines combinaisons 
adimensionnées constantes. Les problèmes qui permettent de le faire 
sont dits automodèles. 

Dans les problèmes automodèles le nombre de variables indépen- 
dantes diminue de 1 : au lieu de z, y, zet t on a trois grandeurs (10), 
ce qui simplifie le problème. Les simplifications apportées par l’auto- 
simulation sont surtout sensibles dans les problèmes où la fonction 
inconnue ne dépend que du temps et 
d'une seule coordonnée spatiale, car on 
‘obtient alors une équation différentiel- 
le ordinaire à la place des équations aux 
dérivées partielles. 

Citons en conclusion quelques exem- 
ples d'application de l'approche dimen- 
sionnelle. 

Fig. 9 Choc d’un jet contre un plan. Suppo- 

sons qu’un jet d’un fluide non visqueux 

incompressible de densité p ayant à l'infini un rayon r 

et une vitesse V, frappe un plan sous un angle a (fig. 9). Il faut trou- 

ver la force F exercée par le jet sur le plan. La pression en dehors du 

jet est supposée nulle, la pesanteur est négligée. Le fluide étant non 

visqueux, F sera dirigé perpendiculairement au plan si bien qu'il 

faut en trouver l'intensité F. Celle-ci est définie par les paramètres 
p, V,ret &, i.e. elle est de la forme 


F=F(p, V,r, a). (11) 


L'analyse des dimensions permet de concrétiser la forme de cette 


relation. En effet, [F] = #2 et la combinaison pV2r2 a également 


la dimension de la force, de sorte que ee est une grandeur adimen- 


sionnée. Les dimensions de p, V et r? étant indépendantes, la rela- 
tion (11) peut, conformément au théorème des produits de puissan- 
ces, être remplacée par 


F = pVr*f (æ). (12) 
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On définit la forme de la fonction f soit en résolvant le problème 
correspondant, soit expérimentalement. Le passage de (11) à (12) 
réduit considérablement le nombre d'expériences car alors on peut 
supposer que p, V et r sont constants et faire varier seulement l'an- 

le &. 

Sphère dans un fluide visqueux. Une sphère de rayon r se déplace 
à une vitesse constante V dans un fluide visqueux incompressible de 


viscosité v et de densité p; on demande de déterminer la force de 
résistance F à la sphère. 


Dans ce problème 
F= F (p, V, v,r). (13) 


Par des raisonnements analogues à ceux du problème précédent on 
remplace cette relation par: 


F = pV°rf (Re), (14) 
où Re — TL est le nombre de Reynolds. 


La détermination de la forme de la fonction f est un problème 
d'hydrodynamique important et difficile. Ce problème n'est pas 
encore entièrement résolu. Si du point de vue théorique l'approche 
dimensionnelle a été mise en défaut, du point de vue empirique elle 
fournit un avantage appréciable, car au lieu d'une fonction de quatre 
variables c'est une fonction à une seule variable f (Re) qu'il faut 
étudier. 

Diffusion d’une corde tourbillonnaire. Exhibons enfin un exemple 
de problème automodèle entièrement soluble par la méthode dimen- 
sionnelle. Soit donnée dans un fluide visqueux, à l'instant t = 0, 
une distribution des vitesses correspondant à une corde tourbillon- 
naire rectiligne ; on demande la distribution des vitesses aux instants 
t >0. 

Prenons la corde tourbillonnaire pour l'axe des zx et introduisons 
les coordonnées cylindriques (x, r, 8); désignons par V,, V,et Vs les 
coordonnées du vecteur vitesse dans ce système. À l'instant initial, 
le champ de vitesses est le même dans tous les plans perpendiculaires 
à l’axe des x et a pour expression 


Vy=0, Von, V0. (15) 
où l'est une constante caractérisant l'intensité de la corde tourbil- 
lonnaire 1). Il est clair pour des raisons de symétrie que la nature du 
champ est la même pendant toute la durée du mouvement: V, et 
V, resteront nulles et Vs dépendra de ret de t. 


1) Ce champ est décrit par le champ plan d'un tourbillon ponctuel dont 
l'étude est abordée au chapitre suivant (voir $ 7). 
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Il est plus commode de considérer non pas la vitesse mais la ro- 
tation du champ w (r, t), quantité scalaire en fonction de laquelle 
s'exprime la vitesse. En effet, la formule de Stokes appliquée à un 
cercle de rayon r centré sur l’axe des x donne 


Vo=+ | &(p, 1)pdp (16) 
0 


(p est la variable d’intégration). 


La rotation est solution de l'équation de Helmholtz (3) du $ 3 
qui s'écrit ici ?) 


do do 1 do 
VS)» (17) 


avec la condition initiale suivante: pour { = 0 la fonction o (r, 0) 


est partout nulle sauf au point r — 0 où elle est infiniment grande, 
et de plus 


27 { o(r,0jrdr=T (18) 
0 


(de sorte que o (r, 0) est une fonction généralisée). 

Voyons maintenant l'approche dimensionnelle. De la nature du 
problème il suit que la rotation est fonction des variables r et t 
et de deux paramètres v et F, soit 


o = o(r, t, v, l). (19) 
Les variables de cette relation ont pour dimension 
1 L3 L? 
lw]=+, Vrl=L, (=7T, M=+, Mes. 


Parmi les variables r, ?, v et l deux sont à dimensions indépendan- 


tes, supposons pour fixer les idées que ce sont t et v. On peut com- 
: : Re : : à Ê Tr 
poser maintenant trois combinaisons adimensionnées: wi, =7=, — 


xt! , 
et en vertu du théorème des produits de puissances Re (19) 
par la relation 
1 r r 
os o(——, JL (20) 
On voit que le problème est automodèle, par conséquent on peut 


substituer à l'équation aux dérivées partielles (17) une équation 
différentielle ordinaire. 


1) On s'est servi de l'expression de l'opérateur de Laplace en coordonnées 
cylindriques. 
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A cet effet introduisons la variable £ = 7 et dérivons (20) par 
v 
rapport au temps t et à la coordonnée r (pour simplifier nous n'écri- 


vons pas la dépendance par rapport au paramètre +): 


P=-+[e®+ie ®], 


20 r , CA) 1 . 

red G), rx 270). 
En substituant ces relations dans (17) on obtient l'équation diffé- 
rentielle ordinaire en Q 


g+(i+i)e+a=0. (21) 


On voit sans peine que la relation (18) est toujours vérifiée pour 
tout instant t (pour le montrer il suffit d'intégrer (17) sur le plan 
(r, t) tout entier en supposant que o et ses dérivées décroissent assez 
rapidement à l'infini). En variables automodèles cette relation de- 
vient 


2n | Q(DEd=+. (22) 
0 
La solution de l'équation (21) satisfaisant à la condition (22) s'écrit 
£2 
r — 
a = anv © : 


et, par conséquent, la solution du problème primitif est 
Fu 
Dre svt PA (23) 
C'est la loi de variation (de diffusion) de la rotation dans notre 
problème. La formule (16) permet également d'établir la loi de va- 
riation des vitesses 


r2 
r = — 
Vo=n(1—e 1). (24) 


Le problème est complètement résolu. 
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CHAPITRE II 


APPAREIL MATHÉMATIQUE DE BASE 


Nous allons introduire ici des notions qui sont à la base de la 
description mathématique des écoulements plans d’un fluide par- 
fait. Elles relèvent de la théorie des fonctions analytiques et des 
fonctions analytiques généralisées. 


$ 5. Les nombres complexes et leurs généralisations 


Les écoulements plans admettent une description mathématique 
particulièrement simple car l'algèbre des vecteurs. plans est bien 
élaborée. En effet les opérations sur les vecteurs se divisent en deux 
groupes. Le premier groupe est constitué par l’addition et la multipli- 
cation par un nombre, qui portent sur les coordonnées et ne dépen- 
dent pas des dimensions des vecteurs. Ainsi on appelle somme de deux 
vecteurs à x dimensions z = (21, ..., æ,) et y = (Yi, . .., y,), le 
vecteur 

ZHY = (2 + Ya ce En + Yn) 


et produit du vecteur z = (x,, ..., x.) par un nombre À (scalaire) 


le vecteur 
Az = (At, . .., At). 


Le produit de vecteurs constitue le second groupe. Les produits 
scalaire et vectoriel considérés en algèbre vectorielle ne sont pas sa- 
tisfaisants d'un point de vue algébrique, car le premier nous fait 
quitter la classe des vecteurs (le produit scalaire (x, y) = ziy1 + ... 
... + Znÿn est un scalaire et non un vecteur) tandis que le second 
n’admet pas d'opération inverse (la division par un vecteur n’est 
pas définie). 

Vecteurs plans. Le cas des vecteurs plans est une agréable excep- 
tion. Leur produit peut en effet être défini de façon à conserver 
entièrement ses propriétés. Analysons les divers modes de définition 
du produit de deux vecteurs plans 2, = (21, ÿ1) et ze = (Ze, Yo). 
En se servant des opérations du premier groupe on peut mettre ces 
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vecteurs sous la forme des sommes 
Z1 = Li À ÉYns 29 = Lo + lYes 


où 2, = 2,1 est un vecteur dirigé suivant l’axe des x, iy, un vecteur 
dirigé suivant l’axe des y (ici 4 = 1, 2, les symboles 1 et à désignent 
les vecteurs unitaires des axes des x et des y). 

Introduisons le produit de façon à respecter les lois distributive 
et commutative. On aura donc 


2130 = (ti + ga) (te + ie) = Lite + À (iYe + Tor) + YaUoe 


Le produit doit être un vecteur plan, donc on devra admettre que 
Ë — ii est un vecteur, soit 


= a + if. 


On conviendra donc que 
29 = Lite + GYiYe + À (tiYe + Toÿi + Byiye). (1) 


Il est aisé de voir que quels que soient & et f le produit ainsi défini 
satisfait aux lois distributive, commutative et associative et que 
pour y. = 0 il coïncide avec le produit du vecteur z, par le nombre 
Ze = Z9 et pour y, = yes = 0 avec le produit ordinaire des nombres 
réels (2129 = T1To). 

Il reste à savoir si l'opération inverse, i.e. la division, est va- 
lable. Du cours d’algèbre on sait qu'il suffit que chaque vecteur 
a+ ib-0 admette un vecteur inverse z —zx+iy, tel que 
(a + ib) (x + iy) = 1. En vertu de (1) la dernière égalité équivaut 
au système d'équations 


ax +aby = 1, 9 
be+(a+Bb)y=0. a 
dont le déterminant À = a? + abB— œb° = (a + £v) — (a + 
rs Ê) b. 
Posons 
2 
X=AQ + ; (3) 


on voit que le plan («, B) est divisé en trois régions par la parabole 
2 
x = 0, i.e. « = — Ê (fig. 10). Dans la région (7), où x-<0, le déter- 


minant À est une somme de carrés qui ne s’annule que lorsque a = 
— b = 0. Par suite dans cette partie la division est possible par tout 
vecteur non nul. La région (71) est la parabole x = 0 elle-même : on 


trouve que À = [a+ Pr | s’annule aux points (a, b) de la droite 
2 


a + By = 0 qui passe par l'origine des coordonnées et est parallèle 
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à la tangente à la parabole au point fixe (@, B). Dans la région (771) 
où x =—>0 le déterminant À — (a ++ Lo b) — — (Vxb}° s'annule sur 


deux droites passant également par na a + (£ + Vx) b = 0. 


Si le déterminant À = O0, le système (2) est soluble en x et en y 
pour certains a et b; le système homogène associé ar + by = 0, 


Fig. 10 


bx + (a + Bb) y = 0 possède des solutions non nulles. Ceci équi- 
vaut à l'existence de diviseurs de zéro, c'est-à-dire de vecteurs a + ib 
et x + iy non nuls dont le produit est égal à 0. 

Trois types de nombres complexes. Si donc l’on définit le produit 
de deux vecteurs d’après la formule (1), on obtient alors trois types 
se si algébriques selon la position du point à = & + if sur 
e 

Di i est à l' intérieur de la parabole (x << 0). Le système engen- 
dre un corps: tout élément non nul possède un inverse et par consé- 
quent est possible la division par tout vecteur non nul. Ces systèmes 
de vecteurs seront dits nombres complexes elliptiques. Le plus simple 
d’entre eux est le système ordinaire des nombres complexes, pour 
lequel ë = —1 (ie. & = —1, B — 0). Nous l’appellerons système 
canonique. On démontre que tout système elliptique est algébrique- 
ment isomorphe au système canonique (i.e. il existe entre ces systè- 
mes une bijection qui envoie une somme de vecteurs dans une somme, 
et un produit dans un produit). 

(IT) i* est sur la parabole x — 0. Ces systèmes sont dits nombres 
complexes paraboliques. Chacun d'eux admet des diviseurs de zéro 


qui se trouvent sur la droite x + $ y = 0; la division par les autres 


nombres est possible. Les systèmes paraboliques de nombres comple- 
xes sont isomorphes au système canonique pour lequel à = 0 (i.e. 
a = $ — 0) et. les diviseurs de zéro sont portés par l’axe des y. 

(TITI) i* est en dehors de la parabole (x >> 0); les systèmes sont 


k—0622 
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dits nombres complexes hyperboliques. Chacun d'eux admet des divi- 
seurs de zéro situés sur le couple de droites x + ( LL + Vx) y =0;la 


division par les autres nombres est possible. Les systèmes hyperboli- 
ques sont isomorphes au système canonique pour lequel à = 1 (i.e. 
a = 1, = 0) et les diviseurs de zéro sont portés par les bissectrices 
y = —+zx des axes de coordonnées. 

Module et argument. Commençons par le système ordinaire de 
nombres complexes (le système elliptique). On représente un nombre 
complexe en coordonnées cartésiennes, soit z — x + iy ou en coor- 
données polaires, soit 


z = r (cos p + i sin y). (4) 
Le nombre r — Æ 2° + y* est appelé module du nombre complexe z, 
l'angle y, tg ® = 4, son argument. Le module est défini de façon 


unique (on ne one dére que les valeurs non négatives de la racine), 
l'argument ne l’est qu’à un terme additif près, multiple entier de 2x 
(le nombre z = 0 n’a point d’argument). Les notations généralement 
admises sont: | z | désigne le module du nombre z, Arg z, l’argu- 
ment; arg z désigne une valeur quelconque de Arg z de sorte que 
Arg z = arg z + 2kn, k = 0, +1, +2, .. 

En coordonnées polaires la multiplication et la division sont 
plus commodes à effectuer. On démontre sans peine qu’une multipli- 
cation de nombres complexes se traduit par une multiplication de 
leurs modules et une addition de leurs arguments: 


le = |A l-12 |, arg (212:) = arg 21 + arg 22 (5} 
de façon analogue 


H|=l, org 2 = argz—arg z (6) 
22 [zal 53 


(on suppose que z, et z, ne sont pas nuls). 

Le nombre z — x — iy de module | z | et d'argument —arg z est 
dit conjugué du nombre complexe z = x + iy. De toute évidence 
z = |2/{°. 

Les notions de conjugaison, de module et d’argument peuvent 
être étendues aux systèmes généralisés de nombres complexes. Plus 
exactement convenons, dans le cas général où le produit est défini 
par la formule (1), d'appeler conjugué du nombre complexe z = 
= x + iy le nombre z = x + fPy — iy. Le produit 

= 2 

= a+ fay—aÿ= (x ++) —xy? (7) 
est toujours un nombre réel, et les diviseurs de zéro sont définis par 
la condition zz = 0. 
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Pour justifier les noms de systèmes complexes généralisés (dans 
la suite ces noms seront justifiés d’une autre façon), on remarquera 
que le lieu géométrique des points z tels que zz = 1 est une ellipse 
dans le cas des systèmes elliptiques (le cercle 2? + y? — 1 dans le 
cas canonique), une hyperbole dans le cas des systèmes hyperboli- 
ques (l’hyperbole équilatère 2° — y° — 4 dans le cas canonique) et 
un couple de droites parallèles dans le cas des systèmes paraboliques 
(ces droites sont confondues dans le cas canonique). 

Les systèmes elliptiques et hyperboliques de nombres complexes 
sont appelés à jouer un rôle primordial dans la suite ; le cas des sys- 
tèmes paraboliques est intermédiaire. Pour simplifier l'écriture, on 
va considérer seulement les systèmes canoniques pour lesquels à? = 
= —1{ et i* = 1 respectivement. 

Montrons comment il faut introduire le module et l’argument des 
nombres complexes hyperboliques. Soit | x | = |y |; on pose alors 


r=|2|—V 72 et on choisit o = arg z tel que th q — 2 (La valeur 
de p est définie univoquement) ; au lieu de (4) on obtient 
z=r(ch p +.ish p). (8) 


Il est aisé de vérifier que la multiplication de nombres complexes 
hyperboliques se traduit par une multiplication de leurs modules 


et une addition de leurs arguments. Lorsque | z | = |y |, i.e. lorsque 
z —0, on admet que le module est nul, l'argument quant à lui 
n'est pas défini; lorsque |x|<|y|, on pose |z|— V —zz et 


arg =arth, si bien qu'au lieu de (8), on aura z = r (sh ç + 
+ i ch y). 

Montrons aussi comment s’effectue la division dans les systèmes 
canoniques en coordonnées cartésiennes : 


Système elliptique Système hyperbolique 


a Tite Vie ZaUi—Zaÿe | 21 Tia — Vila Zel1— T1 
a din tou la au 1 qu  () 
(on multiplie le numérateur et le dénominateur de la fraction par z: ; 
dans le cas elliptique on suppose que z. £ 0 et dans le cas hyperbo- 
lique que z, n’est pas diviseur de zéro). 

Cas multidimensionnel. Les possibilités de généraliser l'algèbre 
des vecteurs aux dimensions supérieures à deux sont très limitées. 
En algèbre un théorème de Frobenius dit que le système elliptique 
de nombres complexes est l’unique extension (à un isomorphisme 
près) du corps des nombres réels, qui conserve les lois d'addition et de 
multiplication. On obtient encore deux possibilités d'extension : l'une 
aux vecteurs quadridimensionnels (un système de quaternions) si 


4* 
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l’on postule la non-validité de la loi commutative, l’autre aux vec- 
teurs octadimensionnels (l'octave de Cayley) si l’on postule de plus 
la non-validité de la loi associative. Il n'existe pas d’autres possibi- 
lités de définir un produit de vecteurs compatible avec l'addition. 
En particulier, l'impossibilité de construire un bon système algébri- 
que pour les vecteurs tridimensionnels complique fortement la réso- 
lution des problèmes spatiaux d’hydrodynamique. 


$ 6. Dérivation des fonctions complexes 


Dérivée. Soit donné dans un domaine D du plan (x, y) un couple 
de fonctions dérivables de deux variables: 


u=u(z, y), v=uv(z, y). (1) 


On assimilera ce couple à une fonction w = f (z) de la variable com- 
plexe z = x + iy, prenant les valeurs complexes w = u + iv. 

Pour de telles fonctions il est naturel d'introduire la notion de 
dérivée en un point z € D comme la limite 


! . 2 h)— 
Î G)=tim LEE, (2) 


où le nombre complexe k — h, + ih, tend vers zéro (i.e. k; — 0 et 
h, — 0) de façon arbitraire pourvu que h = 0 dans le cas elliptique 
et kh -£ O dans le cas hyperbolique. 

On voit sans peine que la dérivabilité des fonctions u (x, y) et 
v(z, y) n'est pas une condition suffisante d'existence de la dérivée 
f' (z). En effet, la dérivabilité des fonctions (1) signifie qu'il est 
possible d'isoler de leurs accroissements les parties linéaires prin- 


cipales 
u(c+h)—u() =udh+uhit a, 
v(z+h)—v() = vh + vhs +6, (3) 


OÙ Uys + +» Vy Sont les dérivées partielles au point z = x + iy, & 
et f des infiniment petits d'ordre supérieur par rapport à 44 + hi. 
Si l'on porte ces expressions dans (2) on s'aperçoit que dans le cas gé- 
néral la limite fE+N 0 dépend de la façon dont h, et h, tendent 


vers 0, autrement dit elle n'existe pas au sens de la définition que 
nous avons adoptée (et qui stipulait l'existence de la limite quelle 
que soit la façon dont » tend vers zéro). 

On obtient des conditions nécessaires d'existence de f’ (z) si l’on 
exige que les limites se confondent pour  — 0 de deux façons diffé- 
rentes: a) dans la direction de l’axe des x lorsque k = h,, h, = 0; 
b) dans la direction de l’axe des y lorsque k = h.i, h, — 0. La com- 
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paraison de ces deux limites donne 
f' (2) = im Ua + a+ (vxha + B) = 
hi 


: HE œ+t (vyha+ B) 
lin D Me © et 
ho—0 3 
ie. u, + iv, = Lu, + iv,). Dans le cas elliptique où += —i, 
cette condition conduit aux équations 
Ur = Up Uy = —Vn (4) 
dans le cas hyperbolique où - = i, aux équations 
Ux = Uys Uy = Lx (5) 


On vérifie aisément que ces relations sont suffisantes pour l’exis- 
tence de f’ (z) à condition que les fonctions u et v soient dérivables, 
i.e. leur réalisation entraîne l'existence de la limite (2) indépen- 
damment de la façon dont h tend vers 0. 

Analyticité. Ainsi donc, la dérivabilité de la fonction complexe 
f{i.e. l'existence de la dérivée f’) est une condition plus restrictive 
que la dérivabilité ordinaire des fonctions w et v. Nous verrons plus 
loin que les restrictions supplémentaires liées à la dérivabilité d'une 
fonction complexe ont des significations géométrique et physique 
naturelles. Ce sont précisément ces restrictions qui conduisent à la 
création d'un appareil mathématique permettant une bonne descrip- 
tion des écoulements plans. 

Les fonctions possédant une dérivée f’ (z) en chaque point du 
domaine D sont dites analytiques dans ce domaine dans le cas des 
nombres complexes ordinaires; elles sont hyperboliquement analyti- 
ques ou, tout simplement, h-analytiques dans le cas hyperbolique. 
Les équations (4) et (5) sont respectivement appelées conditions d'ana- 
lyticité et de h-analyticité. Les premières sont dites encore condi- 
tions de Cauchy-Riemann. 

Exemples. Quoique les conditions d'analyticité et de h-analyti- 
cité soient assez restrictives (par exemple une fonction aussi simple 
que f (2) = x + 2iy n'est ni analytique ni k-analytique), il existe 
une assez vaste classe de fonctions qui les réalise. Voici quelques- 
unes de ces fonctions. 

1) Les polynômes 

P (2) = a+ @+ + an, (6) 


où a, sont des constantes complexes, et z* — z ... z. Les produits 


R fois 
peuvent y être compris aussi bien au sens elliptique qu'hyperboli- 
que, par exemple 
= 2 — y + 2iry 
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(au sens ordinaire) ou 
2 = + y + Dixy 
(au sens hyperbolique). Dans les deux cas la dérivée 
P'(2)=a@+203+ ...+na,z"t (7) 


existe pour tous les z complexes. 
2. Les fractions rationnelles 


__ Go+ a+... + amant 
Re ee Etam (8) 
sont analytiques partout où le dénominateur est non nul (et k-ana- 
lytiques là où il n’est pas diviseur de zéro). On voit sans peine que 
la dérivée se calcule avec la même formule qu’en analyse réelle. 

3) Fonction exponentielle. Par définition posons dans le cas ellip- 
tique 


= et = e* (cos y + i sin y) (9) 
et dans le cas hyperbolique 
= eve (chy+ish y). (40) 


Un calcul direct montre que ces fonctions satisfont aux conditions (4) 
(respectivement aux conditions (5)) sur tout le plan z et qu'elles sont 
justiciables de la formule de dérivation ordinaire (e*)’ = e*. 

4) Le logarithme est défini comme l'inverse de la fonction expo- 
pentielle. Dans le cas elliptique, en posant z = r (cos @ + à sin q)= 
= rel® et w — u + iv, et en appliquant la formule (9) à la relation 
e® = zon trouve u = log r, v = ®. La valeur de œ n'est définie qu’à 
2kn près, donc le logarithme est une fonction multivalente: 


w = Log z = log | z | + i Argz. (11) 

En fixant une valeur de l'argument on détermine en même temps une 
valeur du logarithme: 

log z — log |z|+ iargz. (12) 


Si au voisinage d’un point z, 0 on considère une branche con- 
tinue et univoque de l'argument (désignons-la par arg z), la branche 
univoque correspondante du logarithme log z = log |z | + iargz 
sera une fonction analytique; dans ce sens, Log z est une fonction 
analytique multivalente. Notons que la dérivée du logarithme ne dé- 


pend pas du choix de la branche et est toujours égale à i ; on peut 


donc dire que le logarithme (multivalent) possède une dérivée (uni- 
valente) : 


+ (Log 2) =+ (13) 
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Dans le cas hyperbolique, si on se limite aux nombres z = x + iy 
avec |xz | > |y| on trouve que le logarithme est défini toujours 


nn la formule (12), où |z21= Vz?— y? et arg z = arth + — 


2 


ni: log —— . C'est une fonction k-analytique univalente de He 


_ (la dis est hyperbolique). 


5) Les fonctions trigonométriques dans le cas elliptique s'expri- 
ment au moyen de la fonction exponentielle 


elzbe-tz F eiz—e-iz 
TD HAE 


(pour les z complexes nous adopterons ces formules pour définition). 
Ces fonctions sont aussi analytiques dans le plan tout entier et justi- 
ciables des formules de dérivation ordinaires. Dans le cas hyperboli- 
que. on a des expressions analogues pour ch z et sh z. 

Points singuliers. Les points où l’analyticité (resp. l’k-analyticité) 
des fonctions est violée — ces points sont dits singuliers — jouent un 
rôle important en théorie et dans les applications. Un point singu- 
lier est isolé s’il ne contient pas d’autres singularités dans son voi- 
sinage. Ces points sont de deux espèces: de caractère univoque et 
multivoque. 

Les points singuliers de caractère univoque se divisent en pôles 
au voisinage desquels la fonction tend vers l'infini, et en points 
singuliers essentiels au voisinage desquels les fonctions n’ont ni 
limite finie ni infinie. Exemple: le point z = 0 est un pôle pour la 


fonction _ , où » est un entier positif, et un point singulier essentiel 
1 

pour la fonction e: (cette fonction tend vers l'infini ou vers zéro se- 

lon que z —+ 0 à droite ou à gauche sur l’axe des réels). 

Les points singuliers de caractère multivoque sont encore dits 
points de ramification. Ils sont caractérisés par le fait que dans leur 
voisinage il est impossible d'isoler des branches univoques et conti- 
nues € de la fonction considérée. Exemple: le point : z = 0 est point de 
ramitication d'ordre fini pour la fonction w — De z, où n est un en- 
tier supérieur à 1, et d’ordre infini (ou logarithmique) pour la fonc- 
tion w = Log z. Lorsqu'on fait un tour complet du cercle |z | =r, 


l'argument @ du nombre z = rei® varie de 2x, arg Vz= _. de _ et 


COS z = 


la fonction prend une autre valeur # z; ce n’est qu'après » tours 
que la fonction reprend sa valeur initiale. S'agissant du logarithme, 
un tour de cercle en modifie de 2x la partie imaginaire et chaque 
nouveau tour dans le même sens lui ajoutera la quantité 2xi, de sorte 
qu'on ne retrouvera jamais la valeur initiale. 
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$ 7. Interprétation physique et géométrique 
de l’analyticité 
Potentiel complexe. Soit un écoulement stationnaire d’un fluide 
parfait incompressible dans un domaine plan. On a vu au chapitre 
premier que l’absence de sources et de tourbillons dans ce domaine 
entraîne l'existence de deux fonctions: un potentiel de vitesses 
p (x, y) et une fonction de courant W (x, y). Les courbes de niveau 
Ÿ (x, y) = const coïncident avec les lignes de courant (ou trajectoires 


lili, 


1 | 
je g=const 2 


| d=const @ 


TV 
A 


Fig. 11 


2 L/2 
his rt Li 


des particules en mouvement) alors que les courbes (x, y) — const 
leur sont orthogonales (fig. 11). Les coordonnées du vecteur vitesse 
s'expriment à l'aide des dérivées de ces fonctions: 
ôp_ __ & ôg ap 
VF. = dr. — Toy , y, = (1} 
On voit que ces relations sont les conditions d’analyticité, dans 
le domaine D, de la fonction de la variable complexe 


fa) = p(&, y) + ip (x, y), (2) 


dite potentiel complexe de l'écoulement. La réciproque est également 
vraie: toute fonction f (z) analytique dans le domaine D peut être 
traitée comme potentiel complexe d’un écoulement stationnaire d'un 
fluide parfait incompressible sans sources ni tourbillons. Ainsi donc, 
les conditions d’analyticité ont une interprétation hydrodynamique 
immédiate : elles sont équivalentes aux conditions indiquées impo- 
sées aux écoulements. 

Sachant le potentiel complexe d'un écoulement on peut établir 
toutes les grandeurs se rapportant à cet écoulement. En particulier, 
le vecteur vitesse en un point quelconque z du domaine d’écoulement 
s'exprime à l’aide du nombre complexe 


V=V,+i,= Hi ET, (3) 


conjugué de la dérivée du potentiel complexe. 
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La dérivée f’ d’une fonction analytique f est aussi une fonction 
analytique (cf. le paragraphe suivant) ; la conjuguée complexe d’une 
fonction analytique est appelée antianalytique (ces fonctions satisfont 
manifestement aux conditions de Cauchy-Riemann changées de signe). 
I1 découle donc de la formule (3) que les champs de vitesses d'écoule- 
ment satisfaisant aux conditions adoptées précédemment sont décrits 
par des fonctions antianalytiques. 

On verra par la suite que les conditions aux limites des problè- 
mes d'hydrodynamique s'expriment tout naturellement pour les 
écoulements envisagés en fonction du potentiel complexe. La théorie 
des fonctions analytiques étant bien développée on dispose d’un puis- 
sant appareil mathématique pour la résolution des problèmes d’hy- 
drodynamique portant sur ces écoulements. 

Signification physique des points singuliers. Les points singuliers 
isolés des fonctions analytiques admettent une interprétation hydro- 
dynamique simple. 

1) Source. Soit un champ de vitesses plan créé par l'unique source 
ponctuelle ?) à l’origine des coordonnées z = 0. Pour des raisons de 
symétrie il est clair que le vecteur vitesse est de la forme V — 
= À (|z2/l)z, où À >0. Le flux de çe vecteur à travers le cercle. 
|z | = r est égal à 


N=— Î Vads=A(r)r-2ur, 
Ul=r 


N 


d'où À = , N étant une constante caractérisant le débit de la 
source. Donc, le vecteur vitesse de l’écoulement s'écrit 
INz N 
VE ET 2e œ 


et son potentiel complexe (que l’on déduit de la formule (3) par inté- 
gration en rejetant le terme const’ nt non essentiel) a pour expression 


f() = Logz. (5) 


Sur la figure 12, a sont représentées les lignes de courant (con- 
tinues) et les lignes équipotentielles (en traits interrompus) de cet 
écoulement. 

2) Tourbillon. On détermine exactement de la même façon le 
vecteur vitesse et le potentiel complexe de l'écoulement plan créé 
par l’unique tourbillon ponctuel placé à l’origine des coordonnées: 

sie , [= Los. (6) 


27: 


1) Une source ponctuelle est un point par lequel le fluide coule constamment 
et au voisinare duquel il n’y a pas d’autres sources. 
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La constante l caractérise l'intensité du tourbillon. Sur la fi- 
gure 12, b sont données les lignes de courant et les lignes équipoten- 
tielles de l'écoulement. 

On pourrait aussi considérer un tourbillon-source, c’est-à-dire 
l'union en un seul point d'une source et d’un tourbillon. Si un tour- 
billon-source est placé à l'origine des coordonnées et son intensité 
est caractérisée par un nombre complexe c = N — il, le vecteur 


Fig. 12 


vitesse et le potentiel complexe de l’écoulement créé par lui s’obtient 
par addition de (4), (5) et (6); 


V=—: f(e)=- Logz. (7) 


On voit donc qu’un point de ramification logarithmique d’un poten- 
tiel complexe s’interprète physiquement comme un tourbillon-source 
placé en ce point. 

3) Dipôle. Considérons un ensemble composé d’une source et 
d’un puits de débits HN, situés respectivement aux points z, = —h 
et z, = 0. Si la source est située au point z — —h, le potentiel com- 
plexe de l'écoulement se déduit à partir de la formule (5) et de sa gé- 
néralisation par addition: 


fn (2) = Log (244) Log z. 


Supposons maintenant que À —+ O0 et N — oc, de sorte que Vh 
tend vers une valeur finie p. L'ensemble limite obtenu (la fusion 
d'une source et d’un puits d'intensité croissante) est dit dipôle ponc- 
tuel de moment p. 

Le potentiel complexe de l'écoulement engendré par le dipôle se 
déduit de la formule précédente par passage à la limite 


. Nh L h)— Log : ; 
fe) = lim re EEE = JE (Log z) 2. (8) 
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Sur la figure 13 sont représentées les lignes de courant et les 
lignes équipotentielles du champ d'un dipôle ponctuel. 

On pourrait également envisager les singularités ponctuelles obte- 
nues par la fusion des dipôles de moments croissants. Ainsi de la 
formule précédente on obtient par la fusion des dipôles situés aux 
points z, = —h et z, = 0: 


TE EE RP RE 
im (= )= Zur » 


la fusion de telles singularités met la puis- 
sance z° au dénominateur, etc. Les sin- 
gularités de cette espèce sont dites mul- 
tipôles ponctuels. 

On voit que les pôles du potentiel com- 
plexe s’interprètent comme des multipô- 
les ponctuels. 

Transformations conformes. Voyons Fig. 13 
maintenant quelle est la signification 
géométrique des conditions d'analyticité de la fonction f = u + 
+ iv. Nous avons dit plus haut que ces conditions entraînaient 
l'orthogonalité des courbes de niveau w et v, laquelle s'exprime par 
la condition d’orthogonalité des gradients de ces fonctions: 


ôu à ôdu à 
(Vu, Vo) = ee + an — (9) 


Les mêmes conditions entraînent l'égalité des modules de ces gra- 
dients: 


IVul?= ]Vv|? ou +2) (244). (10) 


Pour dégager la signification géométrique de la dernière condition 
nous allons considérer que la fonction (2) est une application f du 
domaine D sur un ensemble D* du plan w = u + iv. La quantité 
| Vu | définit alors un allongement dans une direction orthogonale à 
la courbe de niveau uw (x, y) = const, i.e. l'allongement de la ligne 
v (x, y) = const et, par analogie, | Vv | définit l’allongement de la 
ligne u (x, y) — const. La condition (10) traduit par conséquent 
l'égalité de ces allongements. Donc, (9) et (10) montrent que les car- 
rés infinitésimaux formés par les lignes u = const et v — const se 
transforment également en des carrés infinitésimaux par l’applica- 
tion f (fig. 14). 

Cette assertion peut être précisée si l’on considère non pas l’ap- 
plication f mais sa partie linéaire principale (sa différentielle) au 
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point zo, i.e. l'application linéaire 


U—Ug = Uz (Tr — Lo) + Uy (Y — Yo), (11) 
Ù — Vo = Ve (Z — To) + Vy (Y — Yo) 


(uo + ivo = f (20) et les dérivées partielles u,, ..., v, sont prises 
au point zo). Dans le cas général où les fonctions w et v sont seule- 
ment dérivables au sens de l'analyse réelle, cette application (si 
elle n’est pas dégénérée, c’est-à-dire si son déterminant 


9 (u, v) 
END = UV, _— UyUz (12) 


est différent de zéro au point z,) envoie les carrés dans des parallélo- 
grammes. Mais si f est une fonction analytique, il vient alors de (9) 


Vo V=C 
Vu 
& 7 
z f 
Fig. 14 


et (10) qu'elle envoie les carrés de nouveau dans des carrés, i.e. est 
le produit d’une rotation par une homothétie de rapport > 1. 


Il découle de la condition (9) que e = — _. ; en désignant ce 


rapport par # on trouve à partir de (10) que ke À 1. Lorsque k = 1 
on obtient u, = v,, u, — —v,, c'est-à-dire les conditions d’analy- 
ticité; si k = —{ on a u, = —v,, u, = v,, c'est-à-dire les condi- 
tions d’antianalyticité (c'est la fonction f = u — iv, conjuguée de f 
qui sera analytique), dans ce cas le jacobien de l’application Le 5. = 
= — (u£ + u?) est négatif. Donc, la condition d'analyticité, lors- 
que f’ (20) O0, revient à exiger que le jacobien soit positif et que 
les carrés infinitésimaux se conservent. 

Les bijections possédant ces propriétés sont dites transformations 
conformes. Elles conservent la forme des figures infinitésimales, en 
d’autres termes, leur différentielle en chaque point du domaine se 
ramène à une similitude (le produit d’une homothétie par une rota- 
tion). On voit que la condition d’analyticité signifie géométrique- 
ment que l'application f est conforme en tous les points où f’ (z) 
= 0. Mais aux points où f’ (z) = 0 la différentielle de l’application f 
s’annule et celle-ci n'est plus conforme. 
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Exiger que l'application f soit conforme revient à exiger que sa 
différentielle (11) préserve les angles ou les cercles; chacune de ces 
conditions traduit le fait que (11) est une similitude. 

Transformations quasi conformes. Nous allons généraliser la no- 
tion de conformité dans la perspective de problèmes plus généraux 
d'écoulement d’un fluide compressible. Cette généralisation s'obtient 
si l’on considère au lieu de la condition de conservation des cercles 


Fig. 45 


infinitésimaux la condition de transformation d'une famille d'ellip- 
ses semblables et de disposition semblable en une autre famille des 
mêmes propriétés. 
Définissons une telle famille d’ellipses centrées au point z, = 
= Zo + iÿo à l'aide de l'équation 
V(z— 20) — 28 (z— 20) (y — vo) + & (y — vo)? = ph, (13) 
où k est le petit axe, p > 1 le rapport des axes, 


a= p cos? 8+<sint6, 

11. 
B=(r—+) sin6cos0, aœy—f?—1, 
y= psin?6 ++ cos? 6, 


où @ est l’angle que fait le grand axe avec l'axe des x (fig. 15). Dans 
le plan w, soit une famille identique d'équation 

Va (ue — u0)? — 2B1'(u — uo) (v — vo) + &1 (v — vo)? = pahi. (14) 

Les calculs montrent qu’une condition pour que la différentielle 


de l'application f = u + iv transforme les ellipses de la famille (13) 
en des ellipses de la famille (14) est que 


Vy = au, + bu,, 


. —v,;=du,+ cu, (39) 
où 
nie =$+8 = PE =, 
Lr b an d= CE ur (16) 
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Inversement, tout système de la forme (15) tel que 
: b+d \2 = 
A=ac— (=) >0 (17} 
peut être envisagé comme condition de transformation d'une famille 


d'’ellipses dans une autre, les coefficients intervenant dans les équa- 
tions de ces familles étant donnés par les formules 


a = + . B=— Pre . v=—— 
VA 2V A V4”? 
__a& ps b—d _ ac—bd (18) 
M — VA : 1— 2 VA » V1—= VA ® 


En particulier, si les deux familles d’ellipses sont des cercles, i.e. si 
a = =7Yy—=Y =1 et f = fB, — 0, on aura a —=c—1Â, b = 
— d = 0, de sorte que le système (15) se transforme en les conditions 
de conformité. Pour cette raison les transformations réalisées par les 
solutions de systèmes de la forme (15) sont dites transformations 
quasi conformes. En se donnant de manières différentes les coefficients 
du système (15) on obtiendra diverses classes de transformations quasi 
conformes. Dans le cas le plus simple les coefficients sont des fonc- 
tions connues du point z = x + iy (systèmes linéaires). Le cas le 
plus intéressant pour les applications est celui où les coefficients 
sont des fonctions données de |Yu | = Vu + uij il sera discuté 
au chapitre suivant. 
Interprétation de l’h-analyticité. Le système 


Ur = Up Uy = Ve (19) 


qui traduit les conditions d’h-analyticité n'appartient pas au type 
de systèmes qu'on vient d'envisager, car ne vérifiant pas l'inégalité 
(17). On aurait pu interpréter l’h-analyticité comme une conformité 
dans une métrique « hyperbolique » spéciale et non pas dans la mé- 
trique euclidienne ordinaire. Mais nous ne le ferons pas, nous nous 
bornerons simplement à indiquer d’autres liens. 

Soit dans le plan (x, y) un nouveau système de coordonnées 
(£, n) se déduisant de l’ancien par une rotation de 45°, autrement 
dit, posons E = x + y, n = x — y. Dans les nouvelles variables, 
le système (19) s’écrira 


Ur = Vs Un = —Un. 


D'où il vient que u — v ne dépend que de n et u + v, que de E. 
Si l’on considère des fonctions exprimant ces dépendances et que 
l’on revienne aux anciennes variables x et y, on trouve l'expression 
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générale des fonctions h-analytiques : 
u=p{r+y+ba—-y,v=pir+y) —vp(z—7y), (20} 


où et 1 sont des fonctions arbitraires. 

Cette représentation fait ressortir le caractère simple de la 
construction des fonctions hk-analytiques et montre que leur théorie 
est assez élémentaire. Cependant elle n’est pas aussi approfondie 
que la théorie des fonctions analytiques ordinaires. Cette même 
représentation établit une relation entre les fonctions k-analytiques 
et les phénomènes ondulatoires. 

Pour déterminer cette relation nous allons supposer qu'une des 
coordonnées indépendantes, y pour fixer les idées, est le temps. 


Fig. 16 


Puis considérons l’une des fonctions dont les combinaisons sont 
des fonctions k-analytiques, Ÿ (x — y) par exemple. Cette fonction 
est constante sur les droites x — y — const. Se déplacer sur une 
telle droite signifie se déplacer à la vitesse 1 dans le sens des x posi- 
tifs (puisque y représente le temps et l'équation de notre mouvement 
est z = y + zo, la constante x, étant la valeur de z à l'instant 
initial y — 0). La valeur de ÿ ne varie pas, c'est-à-dire si l’on assimile 
la distribution des valeurs 1 à une onde, on se déplace avec le front 
de propagation de celle-ci (fig. 16). De même, œ (x + y) peut être. 
considérée comme une onde se déplaçant dans le sens négatif de l’axe- 
des x à la vitesse 1 (i.e. la loi du mouvement est x = —y + x). 
Les fonctions k-analytiques sont précisément des combinaisons de- 
ces deux ondes. 

Le système (19) est le plus simple des systèmes de deux équations. 
aux dérivées partielles de premier ordre de type hyperbolique. Ces 
systèmes décrivent les phénomènes ondulatoires et sont caractérisés 
par deux familles de lignes le long desquelles ces derniers se propa- 
gent; ces lignes sont dites caractéristiques du système. Les caracté- 
ristiques du système (19) sont deux familles de droites: x + y = 
= const et x — y = const. (A noter que les caractéristiques y — 
— +z sont aussi le lieu géométrique des diviseurs de zéro pour le- 
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système de nombres complexes hyperbolique correspondant à (14)). 

On retrouvera le système hyperbolique (19) lorsqu'on étudiera 
des problèmes modèles pour les écoulements gazeux supersoniques. 
Pour l'instant nous allons le laisser de côté et nous pencher en détail 
sur son antipode, le système elliptique élémentaire (1) qui décrit 
l'écoulement d'un fluide incompressible. 


$ 8. Propriétés des fonctions analytiques 


La classe des fonctions analytiques est assez vaste. Ceci découle, 
par exemple, du théorème suivant: 

Si une série de fonctions, analytiques dans le domaine D, converge 
uniformément dans ce domaine, sa somme est également une fonction 
analytique dans D. 

Séries entières. Soit, par exemple, nue série entière 

Co+ +... +on +... = f(c) (1) 
On sait que si elle converge en un point quelconque z, Æ# 0, elle 
converge (uniformément) dans tout disque |z | < r, où r est un 
nombre quelconque inférieur à |z, | le domaine de convergence 
étant toujours un disque | z [<< R. Les termes de la série entière 
étant analytiques sur tout le plan, il découle du théorème précité 
que la somme de cette série est analytique dans le disque de con- 
vergence. 

Par ailleurs on montre que toute fonction f, analytique au voi- 
sinage d'un point quelconque z = a, se développe dans un disque 
|z—al<R centré en a, en une série entière convergente: 


f@=0o+a(m—-a)+...+em(—-a"+... (2) 


Donc dire qu'une fonction est analytique au voisinage d’un point 
revient à dire qu'elle est développable en une série entière en ce 
oint. 

F Un grand nombre d'ouvrages a été consacré à la théorie des 
séries entières qui s'est trouvée être un outil bien adapté aussi bien 
à l'étude des propriétés des fonctions analytiques qu’à la résolution 
approchée de problèmes pratiques. Signalons toutefois qu'il s'agit 
de propriétés et de problèmes locaux, i.e. de l’étude du comporte- 
ment des fonctions au voisinage d’un certain point; pour une étude 
globale des fonctions dans des domaines autres que les disques, les 
séries entières ne font plus l'affaire. 

Notons quelques propriétés des fonctions analytiques découlant 
du fait qu’elles sont développables en séries entières. Premièrement, 
toute série entière est dérivable terme à terme autant de fois qu'on 
le désire, donc les fonctions analytiques possèdent des dérivées 
de tout ordre. D'où il vient que les développements des fonctions 
analytiques en séries entières coïncident avec leur développement 
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taylorien : 
f(@)=f(@)+f (a) (G—a)+ + (Gar+... (3) 
En particulier on a 
Eat 
23 A] 
SN T + Sp —  " 
seit (4) 
COS2= + —..., 
log (1+7)=2— +5. 


(les trois premiers développements convergent dans le plan tout 
entier, le quatrième, dans le disque | z | << 1 seulement, car sa con- 
vergence est limitée par le point z — —1 où log (1 + z) cesse d'être 
analytique). 

Deuxièmement toute fonction analytique non identiquement 
nulle s’annule comme une puissance entière: si f (a) = 0, il existe 
un x > 1 tel qu’au voisinage du point a 


1@=mG—a" +... =(G—a)"p(), (5) 


où 0 et p(z) = cn + Cn+1 (2 — a) + ... est une fonction 
analytique qui ne s'annule pas en un voisinage de a (ceci découle 
de ce que œ (a) = c, = 0 et que est continue). Cet entier nr est dit 
ordre du zéro de \a fonction f au point a. 

La fonction analytique est ouverte. De la formule (5) il découle 
qu’une fonction analytique non constante envoie tout point intérieur 
de son domaine de définition dans un point intérieur de son ensemble 
de valeurs (en effet, f (z) — f (a) se comporte, au voisinage du point 
z = a, aux infiniment petits d'ordre supérieur près, comme une 
puissance entière (z — a)", or la puissance entière possède cette 
propriété). On dit alors que l'application est ouverte. Il résulte de 
cette propriété que les applications analytiques non constantes 
transforment toujours les domaines en des domaines. 

I1 vient des conditions d’analyticité que le jacobien de l’appli- 
cation analytique f = u + iv 


du, v) __f du \2 ôv \2 

rente) lol 
c'est-à-dire il est égal au carré du module de la dérivée | f’ (2) [°. 
Par conséquent, il est toujours non négatif et ne s’annule qu'aux 
points où f’ (z) — 0. Le théorème des fonctions implicites dit que 


l’application f est localement bijective aux points où le jacobien 
est non nul. On a vu précédemment qu'aux zéros de la dérivée, 


5—-0622 
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f (z) — f (a) se comporte localement comme une puissance entière 
(z — a)", n >>1. Ces points sont dits points critiques de l’applica- 
tion f; on démontre que l’ensemble de ces points est isolé dans le 
domaine d’analyticité de la fonction, c’est-à-dire ne possède pas 
de points limites dans ce domaine. 

Le comportement local décrit caractérise les applications analy- 
tiques. On montre que si une application continue f est localement 
bijective dans un domaine plan D partout sauf en des points isolés 
où elle se comporte comme une puissance entière, il existe une appli- 
cation continue et bijective qui transforme f en une fonction analy- 
tique. Notons encore que du point de vue hyperbolique, les appli- 
cations analytiques possèdent dans un certain sens des propriétés 
opposées. En effet, des formules (15), $ 7 il suit que leur jacobien 
Se u = 4g' (zx + y)’ (x — y) peut changer de signe sur les 
caractéristiques; même les plus simples parmi elles ne sont pas 
ouvertes (ainsi, le carré hyperbolique w = (x + iy}* = 2° + y° + 
+ 2iry transforme le point intérieur z — 0 en le point frontière 
w — 0, puisque pour cette application on a toujours u — 2° + 
+ yÿ° > 0). 

Un corollaire simple dérivant de la propriété d’une fonction 
d’être ouverte est le principe du maximum du module: si le module 
d’une fonction f analytique dans un domaine D atteint son maximum 
en un point intérieur de D, cette fonction est constante. En effet, 
si la fonction f n’est pas constante, alors d’après cette propriété 
elle prend au voisinage de tout point a de D toutes les valeurs du 
voisinage du point f (a), y compris des valeurs dont les modules 
sont supérieurs à |f(a) |, donc |f(a) | n'est pas son maximum. 

Intégration. Décrivons maintenant succinctement la théorie de 
l'intégration des fonctions analytiques. La notion d'’intégrale éten- 
due à une courbe y du plan de la variable complexe peut être intro- 
duite pour toute fonction complexe f définie sur y. Pour cela il 
faut diviser y en un nombre fini de segments par les points z, = a, 
Zi» + + + Zn — b (a et b sont les extrémités de y), repérer un point 
arbitraire &, sur tout intervalle (z,, 2:41) de la courbe y et passer 
à la limite dans la somme 


ni 
lim Ÿ 
k=0 


FE) Gaz) = | 7 (6) ds (6) 
Y 


pour |Z»+1 — 2x |—> 0. On voit aisément que si f — u + iv, l'in- 
tégrale s'exprime par les intégrales curvilignes des fonctions réelles : 


freod=(uds-vay+i(var+udy. (7) 
Ÿ 


Y Y 
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On démontre en analyse que ces intégrales existent si la courbe y 
est différentiable par morceaux et la fonction f est continue sur . 

Traitons le cas particulier où la courbe d'intégration appartient 
au domaine d’analyticité de la fonction. A cette fin on se rappellera 
un théorème d'analyse qui dit que l'intégrale 


[ Pdz+Qay 
Y 


de fonctions continûment dérivables dans un domaine simplement 
connexe D ne dépend pas de la forme de la courbe y et est complète- 
ment définie par ces extrémités si et seulement si l'intégrande est 
une différentielle exacte, i.e. partout dans D est satisfaite la con- 
dition 


Or, pour la première intégrale du second membre de (7) cette con- 
sus ve +, OÙ ôv 
dition s'écrit — = —— 
ay ôz 

d’analyticité, et pour la seconde, + 


la première condition d’analyticité. 

On a donc le théorème fondamental de Cauchy: si une fonction f 
est analytique dans un domaine D simplement connexe, l'intégrale 
de f étendue à toute courbe y appartenant à D ne dépend que des 
extrémités et non pas de la forme de y, ou, ce qui revient au même, 
l'intégrale de f le long de tout contour fermé y, intérieur à D, est 
nulle : 


, i.e. coïncide avec la seconde condition 


du 


= 7) ce qui n'est autre que 


| f(z) dz=0. (8) 


Y 


Notons que cette propriété est également caractéristique pour les 
fonctions analytiques : si une fonction f est continue dans un domai- 
ne D et son intégrale le long d’un contour fermé appartenant à D est 
nulle, alors elle est analytique dans D. 

Un corollaire immédiat du théorème de Cauchy est la possibilité 
de construire une primitive d’une fonction analytique. En effet, 
si une fonction f est analytique dans un domaine D simplement 
connexe, alors le théorème de Cauchy définit dans D la fonction 


FG)= (0, (9) 


où a est un point fixe quelconque de D (l'intégrale ne dépendant pas 
du chemin suivi pour aller de a à z, nous n’indiquerons pas la courbe 
à laquelle elle est étendue). Les propriétés élémentaires des intégrales 


5% 
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qui découlent directement de la définition (6) donnent 


z+h 
F h)—F 1 
PEN E LE À so, 


d’où l'existence de la dérivée F’ (z) = f (2). Ainsi la fonction (9) 
est analytique dans le domaine D et sa dérivée est égale à la fonction 
sous le signe somme. La fonction F est appelée primitive de la fonc- 
tion f. 
On démontre que deux primitives d'une même fonction dans 

un même domaine ne peuvent différer que d’un terme additif cons- 
tant. D'où l'on déduit la formule de 
Newton-Leibniz qui exprime l’intégra- 
le au moyen de la primitive: 

b 

À ft) de = F(b)—F (a). (10) 


a 


Interprétation physique. Les élé- 
ments de calcul intégral des fonctions 
analytiques développés plus haut ont 
une interprétation hydrodynamique 
immédiate. Dans un domaine simplement connexe, soit un écoule- 
ment d’un fluide parfait incompressible sans sources ni tourbillons. 
La conjuguée complexe de la vitesse d'écoulement s'exprime au 
moyen d’une fonction analytique dans D, dérivée du potentiel com- 
plexe : 


Fig. 17 


Vs — iV, = f' (2). 
En vertu de la formule (7) on a 


| f ()d= f Vdz+V, dy+i f —V,dz+V,dy. (11) 
L Y Y 


Dans la première intégrale du second membre l’intégrande est le 
produit scalaire des vecteurs V = V, + iV, et dz = dx + idy (qui 
est un vecteur tangent à la courbe y): ce produit est égal à la somme 
des composantes tangentes du vecteur vitesse : 


T= | (V, dz)= | Vds. (12) 
Y Y 


De façon analogue l’intégrande de la deuxième intégrale est le 
produit scalaire du vecteur V et du vecteur dn = —ài dz = dy — 
— i dx déduit de dz par une rotation de 90° dans le sens horaire 
(fig. 17), i.e. du vecteur de la normale à y; ce produit est égal à la 
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somme des composantes normales du vecteur V: 


N= [ (V, dn)= | V, ds. (13) 
L Y 


Physiquement cette intégrale représente la quantité de fluide s’écou- 
lant par unité de temps à travers la courbe y dans la direction de la 
normale dn, autrement dit le débit du fluide. 

Les expressions sous le signe somme dans (12) et (13) sont égales 
respectivement aux différentielles de la fonction potentielle et de la 
fonction de courant: 


Va dr+Vidy = dr+ 7 dy= dy, 
y de Vadye S de+ EE dp=dt 


donc ces intégrales sont égales aux accroissements de ces fonctions 
et (11) peut s’écrire 


THIN = | f'(c)de=f(b)—f (0), (14) 
Y 


où a et b sont les extrémités de y. On a obtenu l'interprétation phy- 
sique de la formule de Newton-Leibniz. 

Soit y une courbe fermée appartenant au domaine simplement 
connexe d’un écoulement doué des propriétés précédentes. Le théo- 
rème de Cauchy appliqué à la dérivée du 
potentiel complexe d'écoulement équi- 
vaut à affirmer que pour cette courbe 


=0, N=0. (15) 


La première de ces égalités traduit l’absen- 
ce de circulation et montre que l’écou- 
lement n’est pas rotationnel sur 7, les 
valeurs positives et négatives de la com- 
posante tangentielle de la vitesse se com- 
pensant mutuellement sur y. La secon- Fig. 18 

de égalité exprime la nullité du débit 

sur y et montre que la quantité de fluide entrant par seconde 
dans y est égale à celle qui en sort. Telle est l'interprétation physique 
du théorème de Cauchy. 

Formule intégrale de Cauchy. Soulignons que l’hypothèse d’un 
domaine simplement connexe dans le théorème de Cauchy est essen- 
tielle : si le domaine d'écoulement D présente un trou comme sur la 
figure 18, l'intégrale le long d'un contour fermé y entourant ce trou 
n'est pas obligatoirement nulle. (Ce qui se conçoit physiquement: 
le trou peut contenir des sources et des tourbillons de sorte que la 
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circulation et le débit sur y peuvent être non nuls.) Par ailleurs, 
on comprend aisément que l'intégrale est invariante par une défor- 
mation continue de y à l’intérieur du domaine D. Nous allons véri- 
fier ce fait dans sa position mathématique la plus simple : supposons 
que le domaine D soit limité par deux courbes y, et y, différentiables 
par morceaux et parcourues dans un même sens (disons le sens anti- 
horaire) et soit f une fonction analytique dans un domaine quelcon- 
que contenant l'adhérence de D (réunion du domaine et de sa fron- 
tière); on va montrer que dans ces conditions 


À f(0) die | fite) ds. (16) 
Yo 


Yi 


Pour le prouver relions y, et y, par une ligne différentiable À située 
dans D et désignons par D’ le domaine simplement connexe obtenu 
en éliminant À de D. La frontière de D’ se compose de y,, de la 
courbe y, parcourue dans le sens négatif et de la courbe À parcourue 
deux fois dans des sens opposés (fig. 18). D’après le théorème de 
Cauchy l'intégrale suivant la frontière complète de D’ est égale 
à zéro; par ailleurs, en vertu des propriétés élémentaires des intégra- 
les, elle est égale à 


Î jds= | fai | fas+ | fds— | f dz. 
vi Yo k À 


fr. de D’ 


Les deux derniers termes s’annulent et nous retrouvons la formule (16). 
Notons que la formule (16) reste également valable dans le cas où f 
n'est analytique que dans le domaine D (et non pas dans un domaine 
plus étendu comme on l’a supposé plus haut) mais est continûment 
prolongeable aux frontières y, et y. 

Un corollaire simple de la propriété démontrée est le fait fonda- 
mental suivant connu sous le nom de formule intégrale de Cauchy: 
soit f une fonction analytique dans un domaine simplement connexe 
D intérieur à une courbe + différentiable par morceaux, continü- 
ment prolongeable à la frontière; la valeur de f en tout point z du 
domaine est alors déterminée à partir de ses valeurs frontières avec 
la formule 


1o=-5 [10 (17) 


L'intégrande (considéré comme fonction de la variable Ë&, z 
étant fixe) n’est pas partout analytique dans D, car son dénomina- 
teur s'annule au point & = z; il n'est donc pas justiciable du théorè- 
me de Cauchy. Mais on peut se servir de la formule (16) et l'appliquer 
au domaine D dont on aura exclu un petit cercle centré au point z, 
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de rayon r. D'après cette formule 


FOX __({ FO di 
can (8) 
Ÿ Ÿ, 
où y, est le cercle [E—z|=r. 


En introduisant sur y, le paramètre @ = arg (£ — z) qui varie 
de 0 à 2x on obtient & — r = rev, dû = irei dm; donc l'intégrale 
du second membre de (18) devient 


Î 10% _; (on. 
0 


Y 


En vertu de la continuité de f sur y, on a f (£) = f(z) + æ&(£), où 
a (6) tend uniformément en q vers 0 pour r —+ 0, par suite la limite 
de cette intégrale pour r —+ 0 est 2nif(z). Par ailleurs de (18) il 
découle que cette intégrale est indépendante de r, donc elle est égale 
à 2nif(z), d'où la formule (17). 

La formule intégrale de Cauchy possède d'innombrables corol- 
laires. Nous allons en indiquer un. Soit un point quelconque z au 
voisinage duquel la fonction f est analytique; appliquons cette 
formule au cercle y,, de rayon r, centré en z. En posant, sur »,, 
Ë — z = rei® comme précédemment, on trouve 


2x 
ft = f 11 © dt = Î f(z+ rei®) de, (19) 
0 


b—2 
Y 


Cette formule montre que les fonctions analytiques sont bien consti- 
tuées : leur valeur en chaque point est égale à la moyenne arithméti- 
que sur un cercle suffisamment petit, centré en ce point (propriété 
de la moyenne). On peut en déduire de nouveau le principe du maxi- 
mum du module mentionné plus haut. 


$ 9.}Fonctions harmoniques] 


Lien avec les fonctions analytiques. Les fonctions analytiques 
sont intimement liées aux fonctions harmoniques de deux variables, 
solutions de l'équation de Laplace à deux dimensions 


ô3 62 
Au + = 0 (1) 
En effet, en dérivant la première condition d'analyticité 


ôu dv ôu ôv 
ne D do (2) 
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par rapport à x et la seconde par rapport à y et en égalant les dérivées 
2. e. 


mixtes CHR D” , on trouve que la fonction u, partie réelle d'une 


ôx ôy ôy ôx 
fonction analytique f, est une fonction harmonique. On démontre. 
de la même façon que la partie imaginaire de f est également une 
fonction harmonique. 

Par ailleurs, à toute fonction w harmonique dans un domaine 
simplement connexe D, on peut faire correspondre une fonction v, 
harmonique dans D, appelée conjuguée harmonique de u, et satisfai- 
sant avec u au système (2), si bien que f — u + iv est analytique 


dans D. En effet, en vertu de l'équation (1) l'expression — F dx + 


+ dy est la différentielle exacte dans un domaine simplement 


connexe d'une fonction v, qui est justement la fonction cherchée. 
Par conséquent, les fonctions conjuguées harmoniques se trouvent 
par simple intégration. 

On peut donc déduire les propriétés des fonctions harmoniques 
de celles des fonctions analytiques (la réciproque est aussi valable). 
On peut affirmer que toute fonction harmonique est infiniment 
dérivable. Par séparation des parties réelles dans la formule (19) 
du paragraphe précédent on retrouve la propriété de la moyenne pour 
les fonctions harmoniques: ; 

F4 
(= | u(z+rete) dy, (3) 
0 
où r est tellement petit que le disque {| — z |<<r} appartient 
au domaine d’'harmonicité de u. 

Ce théorème est l’un des points saillants de la théorie des fonc- 
tions harmoniques. Il a entre autres conséquences l'important 
principe de l'extrémum: une fonction harmonique non constante 
dans un domaine D ne peut atteindre ni son maximum ni son mini- 
mum à l'intérieur de D. 

Problème de Dirichlet. Le principe de l’extrémum montre qu'une 
fonction harmonique dans un domaine D et continüment prolon- 
geable dans l'adhérence D de D est complètement définie par ses 
valeurs sur la frontière. En effet, soient deux telles fonctions w, 
et u, prenant des valeurs frontière identiques. La différence u, — u, 
est elle aussi une fonction harmonique dans D, continue dans D, 
partout nulle sur la frontière. D'après les propriétés des fonctions 
continues, u, — u, doit atteindre son maximum et son minimum 
dans D, or, le principe de l’extrémum dit que ce maximum et ce 
minimum sont situés sur la frontière. Mais sur la frontière u, — u, = 
= 0, donc le maximum et le minimum sont tous deux nuls dans D. 
Par suite, u, — u, = 0, i.e. u, = u, partout dans D. 
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On est alors conduit au problème naturel de la détermination 
d'une fonction harmonique dans un domaine d’après ses valeurs 
frontière. Ce problème dit de Dirichlet est fondamental en théorie 
des fonctions harmoniques et dans les applications de celle-ci. 
Sa formulation est la suivante: 

Sur la frontière y d'un domaine D est donnée une fonction u (£); 
on demande de trouver une fonction u (z), harmonique dans D, continue 
dans D et prenant en chaque point & € y des valeurs données u (+). 

Les raisonnements précédents montrent que le problème de 
Dirichlet ne peut pas avoir deux solutions distinctes, autrement 
dit, ils en démontrent l’unicité de la solution. La démonstration de 
l'existence de la solution du problème de Dirichlet est plus fine et 
plus complexe. Cependant pour de nombreux domaines élémentaires 
l'existence de la solution se démontre par une construction directe. 

Supposons par exemple que D est le disque unitaire. Supposons 
d’abord que le problème a été résolu et qu'on a trouvé le prolonge- 
ment harmonique u (z) d’une fonction u (£) définie sur le cercle. 
On peut alors construire la fonction v (z) conjuguée harmonique de 
u (z) et appliquer la formule intégrale de Cauchy à la fonction 
analytique dans le disque ÿ = u + iv: 


= 1 LÉ UE De. (4) 
Ri=t 


Transformons le second membre de cette formule de telle sorte 
que sa partie réelle ne contienne que des valeurs frontière connues 
de u et qu'elle soit indépendante de v. A cet effet considérons le 


point —, qui n’appartient pas au disque unitaire (car on a |z| << 1 
z 
et par conséquent | 1 > 1), et servons-nous du théorème de Cauchy 
Zz 
d’après lequel 


1 1O& _o 
2ni 4 
Iti=1 —— 


A présent, soustrayons membre à membre cette égalité de la précé- 
dente en remarquant au préalable que 


1 5 LE 4 5 Ets 


Es 1 1-6 Ti tr 
(on a 66 = ||? = 1) et que pour || — 1 on a & = eït, dt — 
= it dt; il vient 


= Le + Ten L dt. 
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Nous avons obtenu ce que nous voulions, car au second membre 
f() est multipliée par un facteur réel. Une séparation des parties 
réelles nous conduit maintenant à l'intégrale de Poisson 

2x 


LA it et 6 
(= | ARE Een T TETE 
0 


dt (z= reiv). (5) 
Par une estimation directe on montre qu'elle donne la solution du 
problème de Dirichlet pour le disque: pour toute fonction u (eït) 
continue sur le cercle, elle définit une fonction u (z) harmonique 
dans le disque et prenant les valeurs frontière données. 

Une transformation de la formule de Cauchy (4) semblable 
à celle que nous venons d’effectuer nous conduit à l'intégrale de 
Schwarz qui permet de déterminer une fonction f (z) analytique 
dans le disque unitaire d'après les valeurs frontière de la partie 
réelle : 


1e T u (RÉÉE a +ic En ét} (6) 


de toute évidence ce ere est résolu à une constante imaginaire 
près. Le même problème est résolu sur la bande {0 y < 1} à 
l’aide de la formule : 


1@=+ | {uo()coth D +u, (th ÉD) +ic, (7) 


où u, et u, désignent les valeurs de la partie réelle de f sur les fron- 
tières inférieure et supérieure respectivement. 

Liaison avec les transformations conformes. Il existe encore un 
lien entre les fonctions harmoniques et les fonctions analytiques: 
l'harmonicité est préservée par les applications analytiques. Ce qu’on 
exprime par le théorème suivant: si une fonction w (z) est harmonique 
dans un domaine D et une fonction œ (w), analytique dans un do- 
maine À et prenant des valeurs de D, alors la fonction composée 
u [ (w)] = U (w) est harmonique dans A. Le théorème se démontre 
par un calcul direct à l’aide de l'opérateur de Laplace: 


AU (w) = Au (sel q' (w) le (8) 


En particulier, l'harmonicité est préservée par les transforma- 
tions conformes qui sont des applications analytiques bijectives. 
Le lien entre la théorie des fonctions harmoniques et la théorie 
des transformations conformes apparaît dans les problèmes aux 
limites correspondants. Le problème aux limites fondamental de 
la théorie des transformations conformes est le problème de Riemann : 
Soient deux domaines simplement connexes D et À; on demande 
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l'application w = f (z) qui réalise une transformation conforme de l’un 
de ces domaines dans l'autre. 

Nous remettons l'analyse de ce problème au chapitre suivant 
en n’indiquant ici que son lien avec le problème de Dirichlet. Tout 
d'abord, si l’on peut résoudre le problème de Riemann pour un 
domaine D, c’est-à-dire on connaît l'application f qui l'envoie sur 
le disque unitaire À = {| w | 1}, on pourra également résoudre 
le problème de Dirichlet pour ce domaine. En effet, dans l'hypothèse 
où la frontière du domaine D est une courbe simple continue (ce 
qu'on supposera), on démontre en théorie des transformations con- 


s 


formes que f est prolongeable à une application bijective de D 


sur À. On peut donc considérer sur le cercle unitaire | © | = 1 l’in- 
verse f-! de la fonctionff et l'utiliser pour reporter sur le cercle les 
ë 
ne 
Fig. 19 


valeurs frontière données: U (w) = u [f-! (w)]. Maintenant, en se 
servant de l’intégrale de Poisson on peut construire dans le disque 
|w |<<'1 la fonction harmonique: 


2x 
1 — [ol ; 
Ut)=S | U (a) dr (o = ei). 
0 


Il reste à retourner à la variable z et à se servir de la conservation 
de l’harmonicité par les transformations conformes; on obtient 
la solution cherchée : 


u (2) = U [f (2)]. 


Dans de nombreux cas c'est la marche inverse qu'il faut suivre, 
c'est-à-dire construire une application du domaine D sur le disque 
unitaire à l’aide de la solution du problème de Dirichlet dans D. 
Donnons-nous un point z, € D que l'application cherchée f envoie 
au centre w = 0 d’un disque (fig. 19). La fonction f doit avoir en 
ce point un zéro de premier ordre car au voisinage des zéros d'ordre 
supérieur une fonction analytique n'est pas une bijection (elle est 
du type puissance). Donc, au voisinage de z,, la fonction f doit 
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admettre le développement taylorien: 
f() = (5 — 20) + Ce (2 — 20) + ..., 
où © =f (2) #0. D'où il découle que la fonction ee = 


= C1 + Ce (2 — 20) + ... est analytique au point z,; elle l’est 
a fortiori dans les autres points de D. Cette fonction est partout 
non nulle dans D, car le numérateur de la fraction n’est nul que 
pour z = Z,, Or en ce point f (z) = ©, = 0. Donc le logarithme de 
cette fonction est analytique dans D, et par conséquent sa partie 
réelle, i.e. la fonction 
2 If G)l 

u (z) = log I:—%1 , (9) 
doit être harmonique dans D. 

L'idée des constructions effectuées se fait claire maintenant: 
en effet, si f est une application de D sur le disque unitaire, | f (z) | 
doit être égal à 1 sur la frontière de D et par suite sans connaître 
encore f nous savons que les valeurs frontière de la fonction (9) 
sont égales à 


u (t)= log TT (10) 


et sont définies par la forme géométrique de la frontière du domaine 
et par le point choisi z, (fig. 19). Pour trouver l'application conforme 
il faut donc effectuer les opérations suivantes: 4) déterminer une 
fonction w (z) harmonique dans D d'après les valeurs frontière (10) 
(problème de Dirichlet), 2) trouver la fonction v (z) conjuguée har- 
monique de x (par intégration). Maintenant on sait que 


g(=u(s)+iv(s)= 108 HE, 
d'où l’on déduit l'expression de l'application cherchée: 
f(z)= (2 — 20) 8. (41) 


Attirons l'attention du lecteur sur certaines finesses liées à la 
solution construite. La construction nous montre que la fonction f 
est analytique dans D et que son module est égal à 1 sur la frontière 
de D. Reste encore à démontrer que cette fonction est une application 
bijective de D sur le disque unitaire. On le prouve par une vérifi- 
cation directe (qui est loin d'être simple). Si, d'autre part, on est 
sûr que le problème est soluble (c'est-à-dire si on sait démontrer le 
théorème d’existence de l'application conforme de D sur un disque) 
cette vérification est superflue, les raisonnements précédents mon- 
trant que si l'application cherchée existe elle est obligatoirement 
donnée par la formule (11). 

Notons en conclusion que le problème de l'application conforme 
d'une bande curviligne D = {yo (x) << y < y (x)} sur une bande 
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rectiligne À = {0<v<h} normalisée par f (+ ©) = +o se 
ramène plus facilement au problème de Dirichlet. Les considérations 
géométriques (fig. 20) nous indiquent que la fonction harmonique 
v = Im f doit prendre la valeur v = 0 sur la frontière inférieure FT, 
de la bande D et la valeur v = h sur la frontière supérieure T et 
de plus qu'elle doit être bornée (0 < v < h). Donc on connaît la 


v 


D Â 


—>Z 


Fig. 20 


fonction harmonique cherchée v sur toute la frontière du domaine D 
sauf aux points infinis z = + co. On démontre que ce problème 
généralisé de Dirichlet admet une solution v et une seule dans la 
classe des fonctions harmoniques bornées. Par intégration on déter- 
mine la fonction u, conjuguée harmonique de v (à un terme additif 
constant près), et l'expression de l'application cherchée sera alors 


f=u+ ir. 
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CHAPITRE III 


TRANSFORMATIONS CONFORMES 
ET QUASI CONFORMES 


Ce chapitre est consacré à une étude plus détaillée des méthodes 
géométriques de la théorie des fonctions analytiques et analytiques 
généralisées, dont on se servira le plus fréquemment dans les appli- 
cations. 


$ 10. Problème de Riemann 


Ce problème aux limites qui est fondamental en théorie des 
transformations conformes a déjà été évoqué au chapitre précédent. 
J1 consiste à définir une application réalisant une transformation 
conforme d’un domaine en un autre. 

Existence et unicité. On remarquera tout d’abord qu'il suffit de 
savoir faire une application d’un domaine simplement connexe sur 

un disque pour pouvoir faire ensuite 


f une application d’un domaine quelcon- 
à que sur un autre. 

Cette remarque se base sur deux 

propriétés simples des transformations 


conformes: 1) la transformation f-1 

AM pe inverse de f et 2) la transformation 

composée f °g, produit des transfor- 

mations conformes f et g (i.e. la trans- 

formation w = f[g(z)]), sont aussi des 

1 transformations conformes. Ces pro- 

priétés découlent de la définition de 

la transformation conforme comme une application analytique 

bijective et des règles de dérivation des fonctions inverses et compo- 
sées. 

Avec ces propriétés on parvient sans peine à justifier la remarque 
faite ; si f et f, réalisent une transformation conforme des domaines 
D, et D, respectivement en le disque unitaire U, alors f = f;'cf 
réalisera une transformation conforme de D, en D, (fig. 21). 

Le problème de Riemann a été complètement résolu au début 
du siècle. On a établi que tout domaine simplement connexe dont 


Fig. 2 
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la frontière se compose de plus d’un point peut être envoyé par une 
transformation conforme dans le disque unitaire. Tel est le contenu 
du célèbre théorème de Riemann. Riemann formula ce théorème 
encore en 1851, l’étaya de justifications physiques mais ne le dé- 
montra pas (plus exactement, sa démonstration comportait une im- 
portante lacune). 

Nous allons nous pencher sur la question de savoir jusqu'à quel 
point est défini le problème de Riemann et combien de solutions il 
possède dans des domaines D, et D, donnés. Conformément à la 
remarque, pour répondre à cette question il suffit de connaître le 
nombre de procédés de transformation conforme du disque unitaire 
{12 | << 1} sur lui-même. On vérifie sans peine que pour tout nombre 
complexe a, [a |<<'1, et pour tout nombre réel 6 la fonction 


: 2z— 
w = 0 = {1} 
1— az 
réalise une transformation conforme du disque sur lui-même (en 
1 = A 2—a 
effet, pour |z|—=1ona +2 et, par conséquent, | el 
— 45 
1 — : se : 
= £| = 1, i.e. (1) transforme le cercle unitaire en lui- 
z2—4a 


même; en outre, elle est bijective car l’équation (1) admet une 
solution unique en z et associe au point a du disque le centre de ce 
disque. L'application (1) dépend de trois paramètres réels: des 
deux coordonnées du point a, antécédent du centre du disque, et du 
nombre 6 dont la variation signifie la rotation du disque par rapport 
au centre. 

On démontre que la formule (1) réalise toutes les transformations 
conformes du disque unitaire en lui-même. Cela signifie que la don- 
née de trois paramètres réels définit de façon unique la solution du 
problème de Riemann: une transformation conforme d’un domaine 
dans un autre est définie univoquement par la donnée d’une relation 
liant soit trois couples de points frontière (la position d’un point 
sur la frontière est donnée par un paramètre) soit un couple de points 
intérieurs (deux paramètres) et un couple de points frontière (un 
paramètre). Ces conditions qui sont dits conditions de normalisation 
peuvent différer par leur forme mais à chaque fois elles doivent 
définir trois paramètres. 

Exemples. Voici quelques exemples simples de transformations 
conformes. 

41) L'application de l'extérieur d'un disque sur lui-même. L'appli- 
cation (1) peut également être regardée comme une application de 
l'extérieur de U, i.e. du domaine {|z| >1}, sur lui-même; elle 


envoie dans l'infini le point a* — Eh symétrique de a par rapport 
a 
au cercle unitaire {| z | — 1}. 
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2) Le demi-plan supérieur {y >> 0} est associé au disque {| © | << 
< 1} par la fonction homographique 


= pi8 7274 
w—e z2—a , (2) 


où a est un point quelconque du demi-plan supérieur (Im a >0) 
dont l’image est le centre du disque; w = eï9 est le point du cercle, 
image du point infini du plan z (la limite du second membre de (2), 


TIIITIT TIPITITT TTTTITT TITI. 


Fig. 22 
pour z—> o, est visiblement égale à ei). La figure 22 représente 
les droites y — h et leurs images qui sont des cercles tangents au 
cercle unitaire au point ef. 
3) L'extérieur du disque unitaire est appliqué sur l'extérieur 
du segment [—1, 1] par la fonction de Joukovski 


1 1 
W= + (++) | (3) 
Les cercles {|| — r}, r >1, se transforment en ellipses d’axes 
= + (r + +), = + (r — +) et de foyers +1, les rayons arg z = 


— const en arcs d'hyperboles orthogonales aux ellipses (fig. 23). 
4) La bande {— _. <Lr< +} est appliquée sur le disque unitaire 


par la fonction 


A etz—e-iz 
PT ie = tg 3. (4) 


Les droites verticales et les segments horizontaux se transforment 
alors en « méridiens » et en « parallèles » (fig. 24). 

5) Le demi-plan supérieur sans un segment de cercle est envoyé 
sur le demi-plan supérieur pour la normalisation w (oo) = oo, 
[w' (oo) | = 1 par l'application 

x 


va (i-(1-2) 4e ® 
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où a et « sont des paramètres du segment (fig. 25), c une constante 
réelle (notons que les conditions de normalisation ne définissent 
que deux paramètres réels, donc le troisième est arbitraire). 

Cette formule est encombrante pour les applications. Pour a 
et & petits on la remplace par les premiers termes du développement 
de Taylor: 


(6) 


aa 
On remarquera que + représente aux infiniment petits d'ordre 
ur 
supérieur près l'aire © Ne segment enlevé, si bien que (6) devient 


w&1+-+ const. 


6) Un disque présentant une lunule se transforme en un disque 
par une application d'expression assez encombrante aussi. Dans 
l'hypothèse que l'aire de la lunule est petite l'expression approchée 
de cette application est: 

1+ 2e # = 

vez {t+e ), (7) 

où et% est le sommet de la lunule ou (avec la! même précision) un 
autre de ses points. 

7) L’ expression approchée de l' application de la bande {0 << y << 
< 1} présentant une lunule de petite aire o sur la bande {0 € v < 1} 
s'écrit 


DE: ++ th ÆE9 + const, (8) 
où a est l’abscisse d'un des points de la lunule; th z — re 


est la tangente hyperbolique. 

Ecoulement dans un canal. La résolution de certains problèmes 
d'hydrodynamique passe par celle d’un problème de Riemann. 
Nous allons illustrer cela sur des exemples classiques de problèmes 
d'écoulement de flux stationnaires d'un fluide parfait incompres- 
sible autour des corps. Il faudra évidemment supposer que ces 
corps ont la forme de cylindres infinis (à directrices arbitraires) pour 
pouvoir se servir du schéma d'écoulement plan. 

Supposons qu’on demande de trouver un écoulement dans un 
canal à parois coupant perpendiculairement un plan suivant deux 
courbes infinies l', et l', sans points communs (fig. 26), les vitesses 
étant parallèles à ce plan et identiques sur toutes les normales à ce 
plan. Le champ de vitesses dans le canal est décrit par un champ 
plan dans la bande D limitée par les courbes l, et T. 

Nous avons vu au chapitre précédent que l'hypothèse d'un flux 
sans sources et tourbillons conduit à l’existence d’un potentiel 
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complexe qui est une fonction f = u + iv analytique dans D. 
Déterminer l'écoulement c'est donc déterminer cette fonction. 

Le flux doit s’écouler le long des parois du canal, autrement dit 
chacune des courbes l’, et l doit être une ligne de courant v — const, 
ceci constitue la condition aux limites du problème. On peut encore 
donner le débit k du flux qui, on l'a montré au chapitre précédent, 
est égal à 


[ CV, n) ds = v (ti) —v (Lo), (9) 
Y 


où y est une ligne d'extrémités £o € lo et 61 € l', i.e. toute section 
transversale du flux. Comme on s'intéresse au potentiel à une cons- 
tante additive près, on peut poser v = 0 sur PF, et v = h sur F. 


LR 
Fig. 26 


Ainsi posé le problème est encore trop indéterminé. Ainsi dans 


le cas où D est une bande droite {0 << y << h} la solution est fournie 
par toute fonction 
Anz 


f{z)=2+ther 


quels que soient À réels et 7 entiers (la partie imaginaire y + 
xanx 
+ ke À sin Le s’annule pour y = 0 et y — h). Pour formuler plus 
nettement le problème il faudra supposer que la largeur de la bande 
est bornée à l'infini, imposer sur l', et l' des conditions de différen- 
tiabilité et ne considérer que les écoulements à une vitesse bornée 
à l'infini. On démontre qu'avec ces restrictions supplémentaires la 
solution du problème n’est donnée que par une application conforme 
f du domaine D sur la bande {0 y < h} avec la normalisation 
f (+ ©) = + oc. Cette application est définie à un terme additif 
constant (réel) près, non essentiel, c’est-à-dire le problème d’écoule- 
ment dans les hypothèses adoptées admet une solution unique. Sa 
résolution est donc ramenée à celle d'un problème de Riemann. 
Ecoulement autour des corps. Considérons encore le problème 
d'écoulement autour d’un corps d’un flux à une vitesse donnée 
à l'infini. Le théorème de Riemann permet de ramener ce prohlème 
ce 
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au cas particulier où le corps est un cylindre circulaire, c'est-à-dire 
à un problème de construction du flux à l'extérieur d’un cercle. 
En effet, soit l'application qui réalise une transformation conforme 
de l'extérieur D d’un contour fermé T dans l'extérieur du cercle 
A = {|w | >R} avec la normalisation @ (0) = co, | q’ (oo) | = 1 
(la normalisation contient trois paramètres réels). Soit f le potentiel 
complexe d’un écoulement dans À, de vitesse à l'infini V,.; alors 
f° œ sera le potentiel complexe d’un écoulement dans D, de même 
vitesse à l'infini, puisque |(f° @}’ | = | f’ (œ) |-| p’ () | = 
= |f' (oo) |. Il est évident que tout écoulement dans D peut égale- 
ment être obtenu à partir d'un écoulement dans À, si bien que les 
problèmes sont effectivement équivalents. 

La solution la plus simple du problème d'écoulement autour d’un 
disque de rayon À à une vitesse donnée à l'infini V. a pour expres- 
sion 


fe) = Va (2+ À). (10) 


Le champ de vitesses est symétrique par rapport à l’axe des x, le 
point de ramification des flux est z = —ÆR, le point de confluence 
z = R. On peut placer un tourbillon ponctuel à l'infini sans modifier 
la valeur de la vitesse. On obtiendra alors un écoulement circulaire 
autour d’un disque de potentiel complexe 


F2 =Va (24 À )— wi Logz, (11) 


où & — = est une constante caractérisant l'intensité du tourbillon. 


La circulation déplace les points de ramification et de confluence 
du flux (les points sont dits critiques). En effet, en ces points la 
vitesse d'écoulement est manifestement nulle de sorte qu'on les 
tire de l'équation 


f'(@=Ve (1-5) 20. 
Les racines de cette équation du second degré sont 

2 = 5y (oi + VARIE — wi). (42) 
Lorsque © << 2RV, on a | Zer | = À, i.e. les deux points critiques 


se situent sur le cercle contourné, leurs arguments étant respective- 
ment égaux à 


: . A] 
7:17 à Pa = AN — Po. 


En particulier, pour & = 0 on a po = 0, p, — x, i.e. les points 
critiques se confondent avec les extrémités : d'un diamètre: 2er = 
=.+R (ce cas d’écorilement sans circulation a été menfianné plus 


4 
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haut). La circulation tend à rapprocher ces points: ceux-ci montent 
lorsque w croît et fusionnent pour w = 2RV+. Si w continue de 
croître, l'un des points critiques se retrouve dans le flux ?) et il 
se forme des lignes de courant fermées (fig. 27). La signification de 
cet effet sera traitée au chapitre V dans le cadre des paradoxes dans 
le schéma du fluide parfait. 


$ 11. Transformations quasi conformes non linéaires 


Généralisation de la notion de quasi-conformité. On a vu au 
premier chapitre que l'accroissement des vitesses d'écoulement 
rendait nécessaire la considération de la compressibilité et, partant 
(dans l'étude des problèmes plans), le remplacement du système 


LR EE SE 
EUYVUO 


de Cauchy-Riemann par un système non linéaire de deux équations 
différentielles aux dérivées partielles du premier ordre à deux varia- 
bles indépendantes et à deux fonctions inconnues: 


G 


x — —PlUy; Uy —= Plxs (1) 


où p est une fonction connue de la vitesse V — Wu + ui. 
Considérons un système arbitraire de la forme 


F; (x, y, u, v, u,, u,, vx, v,) = 0, 
Fax, y,u,v,u,,u,, v,, v,) = 0 


(2) 


et appelons application quasi conforme associée à ce système, toute 
solution f — u + iv de ce système, bijective dans un domaine D 
du plan 2 = x + iy. 

Le rôle du théorème de Riemann dans la résolution des problèmes 
d'écoulement d’un fluide incompressible fait miroiter une intéres- 
sante généralisation aux applications quasi conformes générales. 
Cependant, dans cette position générale, le théorème ne peut être 


1) Lorsque © > 2RV on a |2cr| = DE (o + Vo? — 4R2V=), c'est-à-dire 


Vo 
une racine se trouve à l'intérieur du le 1:1<R, l'autre à l'extérieur. 
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valable. En effet, soit par exemple le système 


RE srls 
LE ui +u ? Du — ui+ui (3) 
similaire au système d'équations de la dynamique des gaz et ne 
différant du système de Cauchy-Riemann que par le facteur p — 


1 se le à 
ivre dans les seconds membres. On voit aisément que ce système 


ZT. V : 
est équivalent aux deux équations 
UUx + Uyvy = 0, uv, — uv, = 1. 


La seconde d'entre elles montre que toute application quasi confor- 
me correspondant au système (3) laisse invariantes les aires des 
domaines (le jacobien de l'application est égal à 1). Donc les domai- 
nes d’aires différentes a priori ne peu- 

vent être appliqués l’un sur l’autre. 
Néanmoins, on a pu exhiber une as- 
sez vaste classe de systèmes de type (2) 
3 (incluant les équations de la dynamique 
des gaz en subsonique) justiciables du 
8e /Ps É théorème de Riemann. Pour déterminer 
y “up jf ÿ 7 cette classe, nous allons écrire le systè- 
- me (2) sous une autre forme en rempla- 
çant les quatre dérivées partielles u., 
Uyr Lx et v, par quatre autres quantités 
avec lesquelles elles sont liées par des 
relations élémentaires. Ces quantités sont 
appelées caractéristiques de l'application. Ce sont les paramètres 
d'un parallélogramme que la différentielle de l'application f 
transforme en un carré unitaire dont la base fait un angle 
B(O<B<2x) avec l’axe des u: il va de soi que les caracté- 
ristiques dépendent de f. Pour caractéristiques, on choisit 
(fig. 28) : 1) le côté ps, base du carré, 2) la hauteur gs, 3) l'angle de 

base 6;, 4) l'angle a, que fait la base avec l’axe des z. 

Pour f = 0 le parallélogramme est envoyé dans le carré unitaire 
formé par les lignes v = const et u — const (lignes de courant et 
lignes équipotentielles), d'où la signification physique des caracté- 
ristiques: p est l'inverse de la vitesse, qg l'inverse du débit et «& 
l'inclinaison de la vitesse par rapport à l’axe des zx (les caractéristi- 
ques pp, 8. - .. sont désignées par p, q, ... pour f = O). 

En substituant dans (2) les expressions des dérivées partielles 
en fonction des caractéristiques, on obtient un système de deux 
équations que l'on appellera équations aux caractéristiques. La pre- 
mière condition imposée aux systèmes est formelle, elle consiste 
en la résolubilité des équations aux caractéristiques par rapport 


z 


Fig. 28 
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à gB et 65, i.e. 


95 = Dix, y, u, v, pp, ay), (4) 
6; = ®, (x, y, U, V, PR; ag). 


La seconde condition est géométrique, elle consiste en la non- 
dégénérescence du parallélogramme caractéristique et en la crois- 
sance de sa hauteur avec sa base. Plus exactement: il existe des 
constantes k,, 0O<k, << n et ke >>0 telles que pour toutes les 
valeurs des variables et tous les B 


C] 
HS T— 1, > ke (5) 


Les systèmes (2) satisfaisant à ces deux conditions sont dits forte- 
ment elliptiques. 
Lorsque 8 — 0 la dernière condition revient à exiger que le débit 


Pre croisse avec la vitesse L . On a vu au chapitre I que cette propriété 


est caractéristique des écoulements gazeux subsoniques; la condi- 
tion d’ellipticité forte est sa généralisation naturelle. 

On a montré (voir M. A. Lavrentiev [4]) qu'un grand nombre 
de faits de la théorie des transformations conformes s’étendaient 
aux transformations quasi conformes, réalisées par les solutions de 
systèmes fortement elliptiques. Elles sont entre autres justiciables 
du théorème généralisé de Riemann d'après lequel tout domaine 
simplement connexe peut être transformé par une application quasi 
conforme en un domaine canonique (un disque, une bande, etc.). 
Il en découle en particulier que les théorèmes d'existence des solu- 
tions des problèmes d'écoulement d'un fluide parfait incompressible 
autour d'un corps, s'étendent au cas des flux gazeux n’atteignant 
la vitesse du son ni à l’intérieur ni à la frontière du domaine. 

Les équations aux caractéristiques (4) sont particulièrement 
importantes pour f = 0: 


g = gq(zx, y, u, v, p, à), (6) 
60 —6 (x, y, u, v, p, @). 


Pour les équations de la dynamique des gaz (1), ces équations s’écri- 
vent tout simplement : 


g=q(p), 0=+; (7) 
la première décrit le régime gazeux: le débit de gaz W — L en 


fonction de sa vitesse V = 2 , la seconde montre que le parallélogram- 
me caractéristique est un rectangle. On rappelle que si l'écoulement 
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est adiabatique, i.e. sa pression P est proportionnelle à une certaine 
puissance de la densité pY, y > 1, alors 


1 
_ y—1 v=1 
W=vfi-Lir:) 


(voir chapitre I). En passant aux quantités inverses p = F et 
g = =. et en posant a = VE, on obtient la relation 
sr 
a=p(i-+ “ (8) 


dont le graphe est représenté sur la figure 29. 

L'écoulement n'est défini que pour p > (lorsque la vitesse 
d'écoulement n'atteint pas la vitesse maximale — du gaz en ques- 
tion). La courbe possède un minimum pour la valeur p = p, = 
= VTT &° qui correspond à la fivites- 
se du son. La portion a << p<p,, où 
g' << 0, correspond aux écoulements su- 
personiques, la portion p =>p, où g > 
> 0, aux subsoniques. La courbe pos- 
sède une asymptote g = p, si bien que 
pour de grands p (de petites vitesses) on 
a g Æ p, le rectangle caractéristique est 
proche d’un carré-et la transformation 
: proche d'une transformation conforme. 

Fig. 29 Systèmes dérivés. Dans l'étude des 

classes non linéaires de transformations 

quasi conformes un rôle important incombe aux systèmes dérivés. 
Voyons leur signification. Considérons les nouvelles variables 


t= log +. = (8) 


caractérisant la grandeur et la direction de la vitesse d'écoulement 
(p et « désignent toujours les caractéristiques p# et «4 pour f = 0); 
le plan des variables + et & est dit plan de l’hodographe. On démontre 
(M. A. Lavrentiev [4]) que ces variables envisagées comme fonctions 
de uw et de v satisfont au système 


a n ôa ô x 2 
aa tetes big eu ton (40) 


$ 11] TRANSFORMATIONS QUASI CONFORMES NON LINEAIRES 8g 


dont les coefficients s'expriment au moyen des équations aux caracté- 
ristiques (6) par l'intermédiaire des formules 


ôq EL] 
M Cote 0 dp TT : 


ô 


1 ôq q 
a+ (cote + +4), 


a + 
=, d= (+ cote), (11} 
1 _ôq de 1 46 q 
a=—(— ôu D To D) cote + (— P ES + =) sin?6 ? 
A OL EU 
37 p ôu ôs ? 


où y na = _ cos & + _ sin & est la dérivée dans la direction de la 


base du parallélogramme caractéristique (de la vitesse d’écoule- 
ment). Le système (10) n'est autre que le système dérivé du systè- 
me (2). 

Le système dérivé prend une forme simple pour les systèmes 
dont les équations aux caractéristiques ne contiennent pas de coor- 
données, c'est-à-dire qui s’écrivent 


g=g{(p, a), 0 —0 (p, à). (12) 


Pour ces systèmes, dans les équations du système dérivé (10), on 
a manifestement a; — b; = 0, alors que les autres coefficients ne 
dépendent que de p = e ‘et de &. Si donc on convient que dans le 
système dérivé t et & sont les variables indépendantes et u et v 
les fonctions inconnues, on peut par de simples transformations le 
ramener à 


ôu dv dv ou 


re a 


ôt LEE: 
i.e. à un système linéaire. 

La théorie des systèmes linéaires est beaucoup mieux élaborée 
que celle des systèmes non linéaires. Ceci explique l’importance 
de la méthode de passage aux systèmes dérivés qui vient d’être 
décrite, surtout pour les problèmes aux limites qui sont formulés 
en termes de potentiel (u, v) et de vitesse (t, &). On trouvera des 
exemples de ce genre de problèmes dans les chapitres qui suivent. 

La classe de systèmes considérée comprend en particulier les 
équations de la dynamique des gaz (1) pour lesquelles les équations 
aux caractéristiques sont de la forme (7). Dans ce cas le système 
dérivé s’écrit ainsi: 

ôt g(p) da 


ôa , êt 
Ho po MEN dd P)=. (14) 
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Ce cas étant le plus important pour les applications on va pré- 
senter suivant M. M. Lavrentiev [7] la déduction géométrique du 
système dérivé. Soit un rectangle curviligne dont l’image par l’ap- 
plication f = u + iv est un petit carré dont les côtés de longueur k 
sont parallèles aux axes z et v; soient ! Æ ph et m = gqh les côtés 
partant du sommet z, ! + Alet m + 
+ Am les côtés opposés (fig. 30). 
Aux infiniment petits d'ordre supé- 
rieur près les côtés Z et Z + Al peuvent 
être confondus avec les arcs des cercles 
concentriques ; de la figure 30, il suit 
que 

IHAI | 


nl SA 


r+m 
r L 


où r =+ est le rayon de courbure 


de l'arc LL. Or, la courbure 4 & 
CT — (sur la figure 30 on a 
Aa << 0), par conséquent Al Æ —m Aa; en substituant la valeur 
12 ph, m = gqh, en divisant les deux membres par k° et en pas- 


sant à la limite lorsque À — 0 on obtient 


Fig. 30 


Si l’on pose maintenant p = e-T, on obtient la première équation (14). 
L'accroissement Am du côté m est une conséquence de celui A,œ 
de l'angle «& sur la portion m; aux infiniment petits d'ordre supérieur 


près on) a Am & l'Asa. D'où = = p £e et, à la limite, lorsque 
hk — 0 on obtient 

EL RE 

où PP 
Si l’on porte g = g (p)et t = — log p dans cette relation on retrou- 


ve la seconde équation (14). 

Dans le cas des équations classiques de la dynamique des gaz 
les équations (14) ont été établies par une autre méthode par 
S. Tchaplyguine et portent son nom. La méthode qui consiste à passer 
de la correspondance (x, y) —> (u, v) à la correspondance (u, v) + 
— (T, «) est dite méthode de l'hodographe, elle connaît d’importan- 
tes applications en hydrodynamique et dynamique des gaz. 

Notons que dans le cas particulier d’un fluide incompressible où 
gp) =p et q' (p) =1, le système de Tchaplyguine ainsi que le 
système de départ (1) coïncident avec le système de Cauchy-Rie- 
mann. En effet, dans ce cas t + iæ — log | f’ (z) | + à arg f’ (2), 
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où f est un potentiel complexe, est une fonction analytique aussi 
bien de z que de w = f (z). Donc, dans un certain sens, les variables 
(Tr, «) remplacent la dérivée des fonctions analytiques aussi bien 
pour les systèmes d'équations de la dynamique des gaz que dans 
le cas général de systèmes non linéaires de la forme (2). Cette remar- 
que souligne une fois de plus l'importance du rôle que les systèmes 
dérivés jouent dans la théorie générale des transformations quasi 
conformes non linéaires. 

Pour terminer, quelques mots sur les difficultés liées à l’utilisa- 
tion de la méthode de l'hodographe et de sa généralisation, la méthode 
des systèmes dérivés. La principale difficulté est que le domaine du 
plan de l’hodographe est inconnu dans la plupart des problèmes. En- 
fin, même dans le cas le plus simple d’un fluide incompressible, la 
fonction Log f’ (z) présente des singularités aux points critiques des 
flux (aux zéros de la vitesse). En outre, les variables (t, &) sont con- 
sidérées comme des fonctions de (u, v) et non pas de (x, y), or ceci 
implique la bijectivité de l'application (x, y) — (u, v). Le passage 
du système (10) au système linéaire (13) exige que l'application 
(u, v) — (rt, &) soit bijective. Dans le cas des équations de la dyna- 
mique des gaz et a fortiori des systèmes non linéaires généraux la 
vérification de ces conditions risque d'être ardue. L'étude mathé- 
matique de tous les problèmes posés par l'application de la méthode 
des systèmes dérivés est encore loin d’être achevée. 


$ 12. Principes variationnels 


Ces principes riches en applications mathématiques et mécaniques 
montrent comment varient les transformations conformes (quasi 
conformes) par une petite déformation des domaines transformés. 

Principe fondamental. Formulons l’un de ces principes dans le 
cas de la transformation conforme d’un domaine de type bande. 
Soient D = {yo (x) << y << y (x)} un domaine limité par deux cour- 
bes différentiables P,: y = yo (x) et l': y = y (x), —o0 << x << © 
et f l'application qui l’envoie sur la bande À = {0  v << 1} avec 
la normalisation j (oo) = +oo. Désignons par F,, U<hR<1, 
la courbe de niveau v. i.e. la courbe dont l’image par f est une droite 
ù = h. 

Le principe variationnel fondamental affirme que si l’on rempla- 
ce | par la courbe l': y — y (x) située partiellement ou entièrement 
au-dessous de FT (mais au-dessus de l’,) et que si l’on désigne par f 
l'application qui réalise la transformation conforme du domaine 
D = {yo (x) << y << y (x)} dans la même bande À munie de la même 
normalisation, on constatera ce qui suit (fig. 31): 
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4) toutes les courbes de niveau descendront, F, et l', ne se tou- 


chant que dans le cas où il n'y a pas de déformation, i.e. où y (r)= 
= y (2); 
2) en tout point z, de la ligne l', l’allongement croit, i.e. 


F G>1f (zo)l; (1) 
3) en tous les points z, de la ligne l qui n'ont pas été déformés 
(s'il en existe de tels), l'allongement diminue: 


LP (1 If (ml (2} 

(l'égalité dans (1) et (2) n'est realisée qu’en l'absence de déforma- 
tion); 

4) aux points où la déformation est maximale, donc où y (r) — 

— y(x) atteint son maximum, l'allongement croît également: si 


Z, 2e [4 
== 7 
Vi = 
S OR cn + A 
a 
er fs 
 — — | 


Fig. 31 


Ze = To + y (te) et Ze = Ze + iy (x) sont de tels points, alors 


1 G1> If (1. (3) 

Le principe admet une interprétation mécanique simple : si l’on 
enfonce une paroi du canal toutes les lignes de courant se serrent 
contre la paroi opposée, la vitesse croît aux points de la paroi non: 
déformée et aux points de déformation maximale et diminue aux 
points non déformés de la première paroi. 

Ce principe se déduit du principe du maximum pour les fonctions 
harmoniques. Considérons dans D des fonctions harmoniques v — 
= Imfet v = Im}: sur l, et aux points non déformés de l'on 
a b=vet aux points de T distincts de T, D—14etv<1. Donc 
partout sur la frontière de D et, par suite, à l’intérieur de celui-ci, 
on a 

v()>v(), (4) 


d'où l’on déduit l’assertion 1). Les assertions 2) et 3) découlent 
elles aussi de l'inégalité (4) si l’on remarque que |f’ (z) | peut être. 
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regardé comme le module de la dérivée _ dans le sens de la]normale 


aux courbes frontière de même que | f (z) |. En effet, vu que toutes 
les lignes v — const descendent par la déformation, sur l, on a > 


; _ <. La démonstration 
de 4) se fonde sur la même idée mais exige des constructions supplé- 
mentaires (voir L. et Ch. !)). 

Dans cette formulation qualitative, le principe peut s'étendre 
aux transformations quasi conformes réalisées par les solutions de 
systèmes fortement elliptiques dont les équations aux caractéristi- 
ques ne contiennent pas de coordonnées et sont de la forme 


g—=g{(p, &), 0—06(p, a) (5) 


En particulier, il vient alors que la loi de variation des lignes de 
courant et des vitesses d'écoulement dans un canal par une déforma- 
tion des parois de ce dernier s'applique jintégralement aux flux 
gazeux animés de vitesses partout inférieures à celle du son. 

Précisions quantitatives. Il est. possible de préciser le principe 
démontré sur le plan quantitatif. Dans le cas de transformations 
conformes cette précision s'obtient sans peine sur la base de la for- 
mule (8), $ 10 de l'application d’une bande présentant un trou sur 
une bande. Soit un domaine D proche de la bande {0 < y <1} 
dans le sens que sa frontière inférieure l, se confond avec l’axe des x 
et sa frontière supérieure l a pour équation: 


= 1—56(x), (6) 


oùf6 (x) est petit en valeur absolue et tend assez rapidement vers 0 
lorsque | z | —> o (dans les applications il suffit de poser & (x) = 0 
en dehors d’un certain segment fini). Il est évident que l'est située 
au-dessous de la droite y = 1 pour 6 (x) >0 et au-dessus pour 
ô (x) < 0. On peut considérer approximativement que la bande 
{0 < y < 1} est appliquée sur le domaine D par un nombre fini 
de déformations locales dont chacune déplace la frontière du domaine 
d’une petite distance au voisinage du point x — a;. On admet que 
l'expression de la déformation locale est donnée par la formule (8) 
du $ 10 car à la précision adoptée, la portion de la frontière déformée 
est un arc de cercle. En sommant ces déformations 2) on obtient 
la formule approchée de l'application conforme de la bande déformée 


>, et aux points invariants de 


1) Il s'agit de l’ouvrage de M. Lavrentiev et B. Chabat, Méthodes de la 
théorie des fonctions d'une variable complexe, Editions Mir, Moscou, 1977, cité 
fréquemment dans ce livre. 

3) Cela est possible en vertu du principe de localisation dont il ‘sera 
question plus loin, à la page 9,4. 
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{0 < y <1} sur la bande {0<v<1}: 


n 
k=1 


où 6», l'aire de la portion déformée, est supposée positive si la 
droite y — 1 au voisinage du point a, est enfoncée vers le bas et 
négative si elle l’est vers le haut. 

A la limite, lorsque la frontière supérieure du domaine D est 
représentée par la courbe (6), la somme est remplacée par une intégra- 
le et l’on obtient la formule approchée de l’application qui réalise 
une transformation conforme sur la bande {0 << v << 1} du domaine 
proche de cette bande: 


ROLE | 6(#)th ED or. (7) 


Cette formule permet d'estimer quantitativement leX déplacement 
des lignes de courant entraîné par la déformation du contour. En la 
dérivant on obtient la formule 


Le. 
PORILE (60 ——— (8) 
—o ch — 
qui permet d'estimer les variations de vitesses lors de la déforma- 
tion. 

Notons tout particulièrement que dans le cas d’une variation 
locale, i.e. lorsque la frontière supérieure de la bande se déforme 
dans un petit voisinage du point x = a, l'influence de cette varia- 
tion s’atténue à mesure qu'on s'éloigne du siège de la variation 
à une vitesse ed, où k =>0 est une constante, d la distance au 
siège de la variation. 

Cette assertion est connue sous le nom de principe de localisation. 
Dans le cas élémentaire d’une bande rectiligne elle découle directe- 
ment des formules (7) et (8); elle est également valable pour des 
domaines quelconques différentiables de type bande, la constante 4 
dans le cas général dépendant des propriétés géométriques de la 
bande (plus précisément, des constantes de majoration et de minora- 
tion de la largeur de la bande, ainsi que des constantes de majora- 
tion de la pente et de la courbure de ses frontières). 

De même qu’on a évalué le déplacement des lignes de courant 
et la variation de l'allongement par la déformation des frontières 
de même on peut les évaluer pour les transformations quasi confor- 
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mes réalisées par les solutions de systèmes fortement elliptiques de 
type (5). Outre les propriétés géométriques des domaines ces esti- 
mations font intervenir également des constantes caractérisant la 
forte ellipticité du système. Elles sont beaucoup plus difficiles 
à obtenir que pour les transformations conformes et dans le cas 
général il est impossible d'établir des formules explicites de type (7) 
et (8). 

Notons que le principe de localisation qui stipule que l'influence 
des variations locales diminue rapidement à mesure qu’on s'éloigne 
du lieu de variation, s'étend aussi aux transformations quasi con- 
formes réalisées par les solutions de systèmes fortement elliptiques. 

Autres domaines. On arrive également à énoncer des principes 
variationnels pour d’autres domaines canoniques tels que le demi- 
plan supérieur, le disque, l'extérieur du cercle. S'agissant du disque 
le principe variationnel se formule ainsi. On envisage des domaines 
simplement connexes contenant un 
point fixe z,, et leurs transforma- 
tions conformes en le disque unitaire 
associant le centre au point z,;. Par 
T, on désigne la courbe de niveau par 
une application f, i.e. l'antécédent 
du cercle {|w | = p} par cette ap- 
plication; en particulier, F, = T est 
la frontière du domaine appliqué D 
(fig. 32). 

Si l’on déforme le domaine D en Fig. 32 
enfonçant la frontière [ (ou une por- 
tion de l) à l’intérieur de D, on constate que: 1) toutes les cour- 
bes de niveau se tasseront, i.e. [', se trouvera à l’intérieur de F, 
pour tous les p, 0 € p << 1; 2} l'allongement au point z, s'accroît, 
ie. on aura | (20) | > 17° (20) |; 3) l'allongement aux points 
communs de T'et de T (s’il en existe de tels) diminuera: | f’ (2) | << 
<|f (z1) |. Dans l’hypothèse supplémentaire que les contours T 
et [sont étoilés par rapport au point z,, ce qui veut dire qu'ils 
sont décrits par des équations univoques r = r{g) et r = r (œ} 
en coordonnées polaires de pôle z,, on peut encore affirmer : 4) qu’aux 
points de déformation maximale où re atteint son minimum 
À < 1, l’allongement augmente: | f (z:) | >+ Lf" (ze) |. 

La formule (7) du $ 40, qui, rappelons-le, transforme un disque 
muni d’un trou en un disque, nous permet comme précédemment 
de préciser ce principe. Cette précision s'appuie sur la formule 
approchée pour la transformation conforme sur le disque unitaire 
de domaines proches (par leur position et leur courbure) de ce disque, 
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c'est-à-dire tels que les équations polaires de leurs frontières 
r=r(p=1—-ô(p, 0<p< 21, (9) 


renferment | ô |, 16’ |, |ô” |Le, où e est suffisamment petit. 
Alors aux infiniment petits d'ordre supérieur à e près, la transfor- 
mation conforme d'un tel domaine sur le disque unitaire avec la 
normalisation f (0) = 0, f’ (0) >0 est réalisée par 


2x 
feæsfi+ | 86) EE dt} (10) 
0 


En s’aidant d’une transformation conforme supplémentaire on 
arrive à un résultat encore plus général. Soit un domaine arbitraire 
simplement connexe D de frontière l deux fois différentiable et soit f 
une fonction le transformant de façon conforme sur le disque unitaire 
avec la normalisation f (25) = 0, f’ (2) > 0. Soit encore un domaine 
D de frontière Î. Pour tout point & ET on désignera par ô (£) le 
segment de la normale à l compris entre l'et l'; on conviendra que 
6 (6) >0 si ce segment se trouve dans D et 6 (6) << 0 s’il est en 
dehors de D. On supposera que le domaine D est voisin de D au 
sens que pour tous les points Ë € l' les quantités |ô (Ë)[< e, 
16 (D 1< &, 18” (8) | Le, où e est un petit nombre fixe. Alors la 
transformation de D sur le disque unitaire avec la même normali- 
sation f (z,) — 0, f’ (2) > 0 est réalisée par la formule approchée 


foie {i+ (80 HR at}, «11) 
0 


où ef = f(£) et 6* (1) = | f° (E) | 8 (8). : 

Dans le cas d’une variation locale, lorsque le domaine D ne 
diffère de D que dans un petit voisinage du point &, € F, cette for- 
mule devient 


Fee) æ 10) {+ GR), (12) 


où eïto = f (6) et © est l'aire interceptée par les frontières l et l. 
D'où le principe de localisation: au voisinage d'une déformation, 
la variation de la transformation conforme.est directement propor- 
tionnelle à la surface déformée et inversement HAOPOPORR ONE" à la 
distance à la déformation. |. 

Le principe variationnel et ses estimations ainsi que le principe 
de localisation se généralisent aux transformations quasi conformes 
réalisées par les solutions de systèmes fortement elliptiques de type(5). 
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Dérivées aux limites. L'aspect le plus intéressant de l'étude des 
écoulements consiste à déterminer la vitesse au voisinage de la 
frontière du domaine d'écoulement des corps baignés. Dans les 
applications on attachera donc une importance toute particulière 
au comportement du module de la dérivée de la transformation sur 
la frontière du domaine transformé. Voici quelques faits relatifs 
à cette question. 

Tout d’abord nous allons établir les conditions d'existence de 
la dérivée aux limites. Supposons que la frontière © d’un domaine D 
est deux fois différentiable au voisinage d’un point &, !). Soit D* 
un domaine dont la frontière T'* possède les mêmes propriétés que l 


at D 


Fig. 33 


au voisinage d’un point &,. Alors la dérivée f’ de la transformation 
conforme du domaine D sur D* peut être continûment prolongée 
sur une portion de la frontière l contenant 66,.et f’ (6) 0 sur 
cette portion (on admet que f (£) — wo). Si 6 est un point anguleux 
de T' et que deux arcs de frontière deux fois différentiables se coupent 
en &, sous un angle an, 0 << &œ << 2 (l'angle étant mesuré depuis 
l'intérieur du domaine, fig. 33), alors pour la transformation confor- 
me de D sur un domaine différentiable au voisinage du point ©, = 
= f (Go), on a, au voisinage de £,: 


1 


1 — 
f(z)=a(2—t%0)* +0 (12— 60 *), 


1-a 1-a 


f'G)= (to) * +o(iz—tl * ), 


où a =£ 0. La démonstration de ces assertions se trouve dans le livre 
de G. Golouzine [1]. 

D'où il découle en particulier que si la frontière du domaine 
d'écoulement possède un angle orienté dans le sens de l'écoulement 
(1 << a << 2, comme au point À, sur la fig. 33), alors la vitesse de 
l'écoulement est infinie au sommet de cet angle. Aux sommets 
des angles tournés vers l'extérieur de l'écoulement (0<a<1, 


(13) 


1) Cela veut dire qu'on peut, au voisinage de &o, représenter la courbe 
T par une équation de la forme & = & (t), t étant un paramètre réel, & (to) = 
— to et les dérivées &’, &” étant continues au voisinage de t,, et &” (1) 0, 


71-0622 
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es au point À, sur la figure 33) la vitesse d'écoulement est 
nulle. 

Montrons maintenant comment on déduit les expressions appro- 
chées des dérivées aux limites pour les transformations conformes 
des domaines voisins du domaine donné. Arrêtons-nous au cas 
d’une transformation f appliquant le domaine {0 < y < 1 — 
— 6 (x)} voisin d'une bande sur une bande. Il est plus commode 
d'envisager la transformation g, inverse de f; avec la même préci- 
sion que dans la formule (7) elle peut se mettre sous la forme 


L. 2 


1 A 
g(w)&w—+ Î 6 (#)th 2 dr, (14) 
et sa dérivée, sous la forme 
, C 6 (t) dt 
DST OU 15 
g'(w) : h REC (45) 


En vertu de la relation ch (5 + a) =isha aux points w — 


=u + i de la droite frontière v = 1 on a ch° 2 = —sh? 162 , 
par conséquent, pour t = u, la fonction sous le signe somme est 
une quantité infinie du second ordre si bien que l’intégrale diverge 
et la formule (15) est inapplicable à la droite v = 1. 

On établit la formule de la dérivée aux limites en se servant 
de la notion de valeur principale d’une intégrale, i.e. l'intégrale 
suivant l’axe des x d’une fonction tendant vers l'infini en un point 
a et continue ailleurs est égale à 


Î p(z)dz=lim {Toto dx + Î p(x) dr} 
nu rar —h a+e 


(la symétrie des limites d'intégration est essentielle). Dans ce sens, 
on a visiblement 


| coth A 21, (16) 


si bien que la formule (14) pour w = u + à s'écrit encore 


g(w) Rw—+ Î (ô (6) — 6 (u)] coth FE + — u5 (u) 
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(on s’est servi de la relation th (+ + a) = coth a). Une dérivation 
et (16) nous donnent l'expression requise de la dérivée aux limites 


ur 1—6()+E | 508) y, (47) 
oo S 


n(t—u) 
pe —— 


l'intégrale est prise dans sa valeur principale, car & (t) — à (u) 
pour {= u a un zéro d'ordre =>. 

Il est possible d’établir des formules analogues contenant elles 
aussi des intégrales prises dans leur valeur principale, pour les 
dérivées aux limites de transformations conformes sur d'autres 
domaines canoniques. 

Bandes étroites. Donnons encore une formule pour la dérivée aux 
limites de la transformation conforme d’une bande curviligne D — 
= {0 << y < y (x)} sur une bande rectiligne {0 < v< h}. On sup- 
pose que le nombre h est petit, que la largeur y de la bande D est 
du même ordre que » et que la dérivée y’ est si petite qu'on peut 
négliger y’? devant yy”. 

Le principe de localisation dit que le calcul approché de la 
dérivée aux limites est un problème local, donc on peut remplacer 
la fonction réalisant la transformation par les premiers termes de 
son développement de Taylor. Sans restreindre la généralité on 
suppose que l’image du point où l'on calcule la dérivée est le point 
w = ik; écrivons l'expression approchée de l'application récipro- 
que: 

2 = a + aw + bu? + cui. (18) 


La condition de correspondance entre les frontières inférieures 
des bandes — les axes u et x — se traduit par le fait que tous les 
coefficients de ce développement sont réels. En posant w = u + i} 
dans (18) on obtient les équations paramétriques de la frontière 
de la bande D':Æ 


æz—=a—bh?+(a— 3ch2)u+bu?+ cu, 
dy = ah — ch3 + 2bhu + 3chu?. 
On détermine les coefficients du développement (18) en égalan 


entre elles les valeurs de la fonction y et des deux premières dérivée: 


y =<+,y = 


#22 pour u = 0'et les valeurs connues de y (largeu: 
z z3 
de la bande), de y’ et de y”. En désignant a — 3ch° — À, onhtien 
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d’où l'on déduit l'équation du second degré en À 


3+y"° 3y 
AH Ar = 0. (19) 


La dérivée de la fonction (18) au point w = ih est égale à 


Le [= a—8ch+2bih = A(1+iy), 


dw 
d'où le module de la dérivée aux limites cherchée 
’ 1 1 
3 = — ——_— 
\f ( 0)| d= A Viry Li 


dw |ih 


Avec la précision adoptée dans (19) on peut négliger la quantité 
y'®, de sorte que la racine de cette équation, finie pour de petits h, 


sera 
AS + V1+iuw +<+uw" R L(1—-+w) 


(on a utilisé l'égalité approchée V1 + & & 1 + = — e valable 
pour de petits æ). Avec la même précision, 


1f" (20) r+et(i+ hu). (20) 


On se servira souvent de cette formule. 

Systèmes fortement elliptiques. On a déjà indiqué que le prin- 
cipe variationnel et le principe de localisation se généralisent aux 
transformations quasi conformes réalisées par les solutions de systè- 
mes fortement elliptiques de type (5): 


= q(p, æ), 6 — 0 (p, a). 
Cela permet, comme dans le cas des transformations conformes, 
d'estimer l'allongement aux frontières d'une bande curviligne D 
de sa transformée quasi conforme sur la bande rectiligne A (un tel 
allongement est l'analogue du module de la dérivée aux limites). 
Ceci étant, on suppose que la largeur de la bande D est encadrée 
par des constantes positives et que la pente et la courbure de ses 
frontières sont également bornées. L'estimation de l'allongement 
frontière renferme les paramètres géométriques de la bande (les 
bornes de sa largeur, de sa pente et de sa courbure), ainsi que les 
constantes k, et k,, caractéristiques de l’ellipticité forte du système : 


à 
0<h<B<r—h, Tr >h>0 


(pour la définition des caractéristiques ps, gs et 04 voir p. 86). 
Ces estimations permettent de démontrer le théorème d'existence 
suivant (voir M. A. Lavrentiev [4], chapitre VI). 
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Pour tout système fortement elliptique de type (5) il existe une 
transformation quasi conforme associée appliquant une bande cur- 
viligne D = {yo (x) < y << y (x)} sur une bande rectiligne À = 
= {0<v<h} si la largeur de D est bornée supérieurement et 
inférieurement, la pente et la courbure de ses frontières sont bornées 
et la largeur À de la bande A est suffisamment petite. 

Ce théorème démontre notamment l'existence dans la bande D 
d’un écoulement stationnaire de gaz parfait si le débit est suffisam- 
ment petit. Si le débit croît cet écoulement existe tant que sa vitesse 
n’atteint pas la vitesse du son en un point quelconque de la fron: 
tière. 

$ 13. Méthodes approchées 


On se tourne de plus en plus vers la résolution approchée des 
modèles mathématiques de problèmes concrets d’hydrodynamique 
(des écoulements stationnaires d’un fluide parfait aux écoulements 
non stationnaires visqueux compressibles— plans et à symétrie 
axiale). La dernière décennie a été marquée par un progrès particu- 
lièrement sensible dans ce domaine grâce à la mise en œuvre et 
à l’utilisation des calculatrices électroniques. 

Des programmes ont été composés pour une vaste classe de 
problèmes d’hydrodynamique. Le principe de la méthode consiste 
à ramener les problèmes aux limites pour les équations d’hydrody- 
namique à la résolution de systèmes d’équations algébriques obtenues 
en remplaçant les dérivées partielles par leurs approximations aux 
différences finies et les conditions aux limites par des conditions 
en un système fini de points sur la frontière. Une nouvelle branche 
est née, le calcul sur machine avec ses techniques spécifiques de 
réduction des problèmes « continus » à des problèmes discrets, les 
estimations des erreurs, le contrôle en cours de calcul. En ce qui 
concerne les problèmes « fortement » stables le calcul sur machine 
a atteint un succès total, toutefois, il reste un bon nombre de pro- 
blèmes de mécanique face auxquels les méthodes numériques sont 
impuissantes. 

Les problèmes aux limites pour les équations simulant les mou- 
vements du milieu revêtent une importance toute particulière. 
Le calcul grossier a également un grand rôle à jouer dans la mesure 
où il permet d'estimer le caractère de la solution inconnue ainsi 
que la stabilité du problème. 

Passons brièvement en revue certaines méthodes de construction 
approchée des transformations conformes. 

Méthodes numériques. Nous avons vu que la construction d’une 
transformation conforme appliquant un domaine simplement con- 
nexe D sur des domaines canoniques se ramène à un problème de 
Dirichlet. On s'arrêtera donc sur la résolution de ce dernier: on 
demande une fonction u (x, y) harmonique dans D, prenant des 
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valeurs données sur la frontière du domaine l. Ce problème se 
résout de la façon suivante par la méthode des différences finies. 
Dans le plan (x, y) on construit un réseau de carrés de pas k et de 
côtés parallèles aux axes de coordonnées. Soit (x;, y;) un nœud 
de ce maillage. Posons, à présent, au point (x, y;) 

ou 9 ôu 


a 0x 0€ 


luth, y)—u (a, y) +u (ah, y)—u (a, yj) 


et de façon analogue 

Cu 1 

Se © 7e le (as y+h)—2u(x, y) +u(a, y;—h)] 
L'équation de Laplace Au = Fa + ia = 0 peut être approchée 


par l'équation aux différences 
1 ,,e 
u (x. y3) Cru 4 lu, (z; + k, ys) + u (x; Rai k, y;) + 


Luz, yi+h)+u(zis, y;—h)] (1) 


Elle traduit la principale propriété des fonctions harmoniques: 
la valeur de w en chaque nœud est la moyenne arithmétique de ses 
valeurs aux nœuds voisins. On peut écrire cette équation pour tous 
les nœuds (z;, y;) intérieurs au domaine D. Pour les nœuds, situés 
à la distance inférieure à k de l la valeur u (x;, y;) peut être sup- 
posée connue et égale à la valeur donnée de z au point de F le plus 
proche de ce nœud. Ainsi pour déterminer u (x;, y;) on obtient un 
système d'équations linéaires. 

On démontre que pour u donnée continue sur F ce système est 
toujours soluble et lorsque k —+ 0 la quantité uw (x;, y;) tend vers 
la valeur correspondante de la fonction à déterminer. 

Pour de petits k, le système (1) renferme un grand nombre d'in- 
connues. Il existe plusieurs méthodes facilitant sa résolution. Nous 
optons pour la méthode de Libmann, qui est une méthode des appro- 
ximations successives. Dans cette méthode, on se donne d’abord 
des valeurs arbitraires u (x;, y;) dans tous les nœuds. Puis on par- 
court successivement tous les nœuds en y corrigeant les valeurs 
avec la formule (1) à l’aide des valeurs données (ou des valeurs déjà 
corrigées) aux nœuds voisins. Ce procédé de corrections successives 
peut être rendu moins encombrant si l’on fabrique des stencils 
spéciaux munis de trous ne laissant apparaître que les valeurs nétes- 
saires de u. On démontre que pour des conditions assez larges sur 
la courbe let sur les données aux limites, chaque valeur de u (x;, y;) 
tend vers la solution du système (1) à k fixe lorsqu'on parcourt 
indéfiniment les nœuds en y corrigeant les valeurs. 
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Cette méthode de résolution approchée du problème de Dirichlet 
peut être étendue aux équations linéaires du second ordre aussi bien 
dans le plan que dans l’espace. Outre le problème de Dirichlet, 
on peut poser le problème de Neumann qui consiste à donner sur la 


frontière T du domaine D la es Fe = ou, en général, une 


combinaison linéaire a OS ma op O+ . Notons que dans ces 
positions il y a lieu de Dréeise les conditions de dérivabilité de T 
ainsi que d’autres conditions subsidiaires portant sur ë ; 

Méthodes variationnelles. Ces méthodes grapho-analytiques sont 
basées sur les principes variationnels de la théorie des transforma- 
tions conformes. Commençons par la résolution du problème qui 
consiste à trouver une formule approchée pour la transformation 
conforme de domaines bornés à frontière deux fois différentiable 
sur le disque unitaire. 

Supposons d’abord que le domaine D est voisin du disque en ce 
sens que l'équation polaire r = 1 — 6 (p) de sa frontière l renferme 
une fonction 6 qui, avec ses deux dérivées, n’est pas supérieure à un 
nombre e petit. On a montré au paragraphe précédent que l’expres- 
sion approchée, à £° près, de la transformation conforme de ce domai- 


ne sur le disque unitaire avec la normalisation f (0) = O0, f’ (0) 0 
est 


2x 
ft) 2{1 ++ | &(t) PS dt}. (2) 


0 


Avec la même précision, la transformation réciproque g = f-1 
du disque {| w | << 1} sur le domaine D s'écrit 


TEE | 6(# < +2 2 dt}. (3) 


Avec la précision adoptée, =— a) — 1 peut être remplacé par log =— ee s 


En séparant dans (3) les tes réelles et imaginaires on obtient 
les formules utiles reliant les coordonnées polaires des points associés 
z = rei® et w = pet: 


u _—p 
rot] 6) St HTr Foost—0+e À 
(4) 


2p sin (t—0) 
pY0+—— fo Res tbe dt. 
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Lorsque p = const, ces formules nous donnent les représentations 
paramétriques des courbes de niveau l,, antécédents des cercles 


{|w | = p}. La seconde formule est valable également pour p = 1: 
2x 
1 —6 
oæ 8+-— | 6(#) cotg <= dt, (5) 


0 
si l’on comprend l'intégrale dans sa valeur principale. D'ailleurs 
si l’on tient compte du fait que l'intégrale de cotg LS sur l’inter- 


valle [0, 2x] est nulle dans sa valeur principale, on peut s'arranger 
pour que la dernière formule contienne une intégrale ordinaire: 


2n 
p&0+-i | LÔ (#)— 6 (B)] cotg 1 dt. (6) 
0 


Au même paragraphe 12 on a montré que cette méthode permet 
d'obtenir des formules approchées pour la transformation conforme 
de domaines voisins de celui donné: si le domaine D est voisin 
de D au sens de la proximité du second ordre et f est la transforma- 
tion conforme appliquant D sur le disque unitaire avec la normali- 
sation f (20) = 0, f’ (20) > 0, alors le domaine jf (D) est voisin d’un 
disque, sa transformation f, sur un disque peut être trouvée avec 
la formule (2), et la fonction composée f — f, °f appliquera D 
sur un disque. 

Indiquons encore un procédé de construction approchée d’une 
transformation conforme sur le disque d’une assez vaste classe de 
domaines, fondé sur la même idée. Supposons que la frontière l 
du domaine considéré D est donnée par l'équation polaire r = r (œ), 
où la fonction r est bornée, 0 < r, << r (p) < r, et a deux dérivées 
continues. 

Fixons un nombre naturel n et construisons x courbes 


r=rn (pri [27 (p)), ki 2 se 


Si n est assez grand, la courbe r = r, (@) est voisine du cercle 
{1z] = 2r,}; en utilisant la formule (2) on pourra construire une 
transformatidn conforme approchée f, appliquant l’intérieur de r, (œ) 
sur le disque {| w | << 1}. La courbe r = r, () est voisine de r = 
= r (@); on peut donc appliquer son intérieur sur un disque par une 
transformation f,. En poursuivant cette procédure on obtient, au 
bout de nr pas, une transformation conforme approchée appliquant 
le domaine donné D sur un disque. 
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Malgré sa précision médiocre, ce processus s'avère commode 
pour des calculs et constructions estimatifs des transformations 
conformes de domaines bornés sur un disque. 

Les méthodes décrites se généralisent aux transformations des 
bandes. Si la bande D = {0 << y << 1 — 6 (x)} est voisine d’une 
bande rectiligne au sens de la proximité du second ordre, sa trans- 
formation conforme sur la bande À = {0 << v << 1} est réalisée par 
la formule approchée 


© 


f@ez++ | 6(é)th ED dr, (r} 


oo 
et la transformation réciproque par 


©0 


ACTE j 6 (+) th LE &+ (8) 


(cf. le paragraphe précédent). La dernière formule est valable pour 
une bande fermée {0 < v < 1}. En y posant w = u et w = u + i 
on établit une correspondance entre les points des droites v = 0, 
v — 1 et entre ceux des frontières l, et l de la bande: 


1 


TU 


6(é)th ED 4, 


(9) 
| ô(t)coth 2 7 ; 


L 
co 
la dernière intégrale est prise dans sa valeur principale. 

Ces formules permettent, comme précédemment, de déterminer 
la transformation sur A de bandes voisines de celles dont on connaît 
la transformation sur la bande. On pourrait également mettre au 
point un processus pour la transformation conforme approchée 
sur À = {0<<v<1} d'une assez vaste classe de bandes D — 
= {0 < y < y (x)} telles que 0 € ko < y (x) L h1 et y’, y” soient 
également continus et bornés. 

Fixons le nombre nr et traçons n courbes dans la bande y (x) < 
<y<h 


y=n(a)=h—Eu=y(a), k=1, 2, ...,n. 


Pour n assez grand la courbe y = y, (x) est voisine de la droite 
y — h, on peut donc appliquer la bande {0 << y << y, (x)} sur A 
par une transformation conforme f, définie par (7). La fonction f; 
transformant la courbe y = y, (x) en une courbe voisine de la droite 
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v = 1, on peut donc déterminer la transformation f, qui applique 
la bande {0 y << y, (x)} sur A. En poursuivant cette procédure 
on obtiendra au bout de » pas une transformation conforme approchée 
appliquant la bande donnée D sur A. 

Méthode de tir. Cette méthode se fonde sur la résolution de pro- 
blèmes aux limites mal posés de la théorie des équations aux dérivées 
partielles. Soit par exemple à trouver une fonction définissant une 
transformation conforme d'une bande curviligne D = {0 € y < 
< y (x)} sur une bande rectiligne A = {0 << y <1}. On a déjà 
vu que ce problème se ramène à la résolution du problème de Diri- 
chlet pour l'équation de Laplace 


@ 62 
. 5 7. 0, (10) 


dont la solution est une fonction v. L'équation de Laplace étant 
de type elliptique le problème de Dirichlet est un problème aux 
limites correctement posé pour elle (sa solution existe, elle est 
unique et stable, i.e. dépend continûment des conditions aux limi- 
tes). 

Nous allons décrire une autre méthode de recherche d’une trans- 
formation, basée non pas sur la résolution d’un problème de Dirichlet 
mais sur celle d’un problème de Cauchy pour l'équation de Laplace 
où l’on donne sur l'axe des x les valeurs de la fonction v et celles 


de sa dérivée > . Quoique ce problème soit mal posé (il est correcte- 


ment posé pour les équations hyperboliques telles que l'équation 

a 2 > 

de la corde vibrante ue — Ft = 0), la méthode qui l'utilise pré- 
sente un intérêt indéniable dans les applications. 

Pour décrire cette méthode on remarquera qu'en vertu des con- 


ditions de Cauchy-Riemann FH = LR donc on peut admettre que 


sur l’axe des x sont données les valeurs de l'allongement = ou celles 
de son inverse, la caractéristique p. On rappelle encore que dans le 


cas des transformations conformes les caractéristiques p et & sont 
reliées par les relations 


ôp ôa da __1 ôp 

ue Put 2 du pou (41) 
(voir le système dérivé (14), $ 11). On admet également que la ban- 
de D est asymptotiquement voisine de la bande unitaire, i.e. exis- 
tent des constantes À et k telles que pour tous les z 


1y (&)—11 < Aer. (42) 


Passons à présent à la description de la méthode de tir. Fixons 
un nombre naturel r et imaginons-nous que la bande À est tramée 
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s 


d’un réseau à mailles carrées de côté h — 1 . Le problème de la 


recherche d’une fonction approchée définissant une transformation 
conforme de D sur À avec la normalisation f (+ oo) — + o se 
ramène à la construction d’un réseau de carrés curvilignes qui recou- 
vre l’intérieur de D et qui pour les grands | zx | est proche d’un réseau 
de carrés rectilignes de côté k. 

Donnons-nous des quantités positives px, k — 0, +1, +2, ... 
..., Jim px = { et recouvrons l’axe des x par des segments de 


longueur p,h de telle sorte que les segments voisins aient des extré- 
mités communes (fig. 34). Ces segments seront pris pour bases des 


Fig. .34 


carrés curvilignes de côtés latéraux orthogonaux à l'axe des x et de 
P : : 1 
côtés supérieurs faisant avec l’axe des x un angle af}? = à (r+1 — 


— pr) (on a utilisé l'analogue aux différences de la seconde équa- 
tion (11)). Les côtés supérieurs de ces carrés doivent être lissés de 
façon à former une ligne régulière y,, voisine de la droite y = 
pour |æx | grand. 

Au-dessus de y, construisons une seconde bande de carrés curvi- 
lignes de côtés latéraux perpendiculaires à y, et de côtés supérieurs 
de longueurs p}?’h et faisant avec l'axe des x un angle af où 


1 1 
2 2 pj1) — (oet1) 1 ot1)) pit) = qe Pari PR 
Pr —P} k+ 1 RU DR A VOR TUR po . 


. 


avec jp px (13) 


(on a utilisé l'analogue aux différences des équations (11)). Lissons 
de nouveau les côtés supérieurs des carrés afin d'obtenir une ligne y. 
qui pour les grands | x | sera proche de la droite y = 2h. 

En poursuivant cette procédure on trouvera, au bout de n pas, 
une ligne y, et un réseau de carrés curvilignes qui pour de grands | zx | 
recouvre presque exactement la partie correspondante du domaine D. 
Dans la partie finale, certaines portions de la ligne y,, sont, dans 
le cas général, au-dessus de la frontière F du domaine D et d'autres 
au-dessous de celle-ci. Si le carré de côté supérieur p}'’ se retrouve 
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au-dessus de l', on diminue la valeur correspondante de p, et vice 
versa. On modifie p, proportionnellement à l'écart du côté supé- 
rieur du carré par rapport à la ligne T. 


En obtenant de cette façon une nouvelle répartition Pa des 
caractéristiques p nous l'utiliserons comme point de départ pour 


s 


reprendre la procédure décrites Elle aboutira à une nouvelle ligne 


Y (plus proche de T que yÿ,), d’après laquelle on pourra introduire 
de nouvelles corrections à la répartition des caractéristiques px, 
etc. On peut organiser la procédure de telle manière que les carrés 
supérieurs de numéro k donné soient 
tantôt au-dessus tantôt au-des- 
sous de la ligne T d’où l’appella- 
tion: méthode de tir. Dans le cas 
où les frontières T sont réguliè- 
res on arrive, au bout d’un petit 


T, Pa { nombre de procédures, à une assez 

bonne approximation de la trans- 

Va formation conforme à déterminer 
(voir fig. 34). 

Fig. 35 Généralisations. La méthode de 


tir s'applique également à la cons- 
truction approchée d’une transformation conforme de domaines 
bornés doublement connexes sur des anneaux circulaires. Soit D 
un tel domaine limité par deux courbes lisses l', (frontière inférieure) 
et l (extérieure) ; on demande de trouver sa transformation conforme 
* sur l'anneau {p, << | w | << 1}. Le nombre p, n’est pas donné et doit 
être déterminé au cours de la résolution du problème (voir L. et Ch.); 
on peut également donner un point &, € l correspondant au point 
w = 1. 
Fixons un nombre naturel n et sur le cercle {| w | = 1} construi- 
sons n carrés curvilignes dont les bases extérieures sont égales à k — 


= = (fig. 35). Donnons-nous des valeurs positives p,, k = 1, 2, ... 


..., n et sur l construisons nr carrés curvilignes dont les bases 
extérieures sont égales à p4h, les côtés latéraux orthogonaux à 
et les bases intérieures sont calculées à l’aide des analogues aux diffé- 
rences du système 


16p__ pèse  pôp_ 
p 6 Ps &p ? "p œæ — 60 ? (14) 


qui représente l'écriture du système dérivé (12) en coordonnées 
polaires (p, 8) sur le plan w (voir L. et Ch.). 

Les bases intérieures de ces carrés sont lissées de façon à obtenir 
une courbe fermée ,. Sur y, on construit de nouveau un anneau de 
carrés curvilignes (comme on les construisait auparavant sur l), 
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on obtient une courbe y, et on poursuit la construction. Après m pas 
la courbe y, coupera la frontière intérieure l', du domaine D. On 
choisira alors une nouvelle répartition des quantités p, en les dimi- 
nuant si le carré approprié tombe à l'intérieur de l', et en les agran- 
dissant dans le cas contraire. D'après cette répartition construisons 
de nouveau un réseau de carrés curvilignes, corrigeons ensuite la 
répartition de p, (on peut aussi diminuer le pas k), construisons un 
nouveau maillage, etc. Pour nr assez élevé, en répétant la procédure 
un nombre de fois suffisant on arrive à obtenir une bonne approxi- 
mation de la transformation conforme à déterminer. 

La méthode convient également à la construction d’une applica- 
tion conforme des domaines bornés simplement connexes D sur 
le disque {| w | << 1}. Ici il faut donner, outre le point &, correspon- 
dant à w = 1, un point z, correspondant à w = 0 et organiser la 
procédure de telle manière que les côtés latéraux convergent vers 
un point z,. La dernière condition peut être remplacée par l'hypothèse 
que sur l’avant-dernier pas la courbe y,,-, lissant les bases intérieures 
des carrés soit proche d'un cercle de petit rayon centré au point z,. 

L'avantage indiscutable de cette méthode est son universalité. 
En la modifiant légèrement on peut l’appliquer à la résolution 
approchée des problèmes spatiaux d'hydrodynamique à symétrie 
axiale, des problèmes rotationnels ainsi que des problèmes plans 
et des problèmes de dynamique des gaz à symétrie axiale. 

Notamment, dans le cas de problèmes plans de dynamique des 
gaz se ramenant aux transformations quasi conformes sur la bande 
{0 <v<1}, les modifications à apporter dans la procédure ci-des- 
sus consistent seulement en ce qu'au lieu des carrés on construit 
les rectangles de côtés p,h, g.h et on remplace le système (14) par 
un système plus général (14) du paragraphe précédent. 
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CHAPITRE IV 


MODÈLES QUALITATIFS 
DES ÉCOULEMENTS SUPERSONIQUES 


Un grand nombre d'ouvrages aussi bien théoriques qu’appliqués 
sont consacrés aux écoulements supersoniques; l'application des 
ordinateurs s'est avérée particulièrement indiquée pour la résolution 
de nombreux problèmes importants. Néanmoins, beaucoup de phéno- 
mènes accompagnant les écoulements à vitesse supersonique n’ont 
fait l’objet d'aucune étude. Parmi les moins étudiés indiquons les 
écoulements de vitesse subsonique dans certaines zones et supersoni- 
que dans d’autres. On se propose de traiter quelques modèles de 
systèmes d'équations aux dérivées partielles qui se prêtent plus 
facilement à l'étude et qui, d’autre part, mettent en relief certains 
phénomènes propres aux équations de la dynamique des gaz en 
super- et transsonique. 


$ 14. Transformations conformes hyperboliques 


Nous commencerons par un bref aperçu des principaux problèmes 
relevant des transformations h-conformes, qui sont l’analogue hyper- 
bolique des transformations conformes ordinaires. Au chapitre Î 
on a indiqué que le régime subsonique des écoulements gazeux est 
caractérisé par l’ellipticité et le régime supersonique par l’hyperbo- 
licité des systèmes correspondants d'équations aux dérivées partielles. 
Les transformations conformes sont liées à un système elliptique 
élémentaire, celui de Cauchy-Riemann et les transformations h-con- 
formes, au système hyperbolique élémentaire 


ôu ôv ôu dv 
2 à @) 


Conditions d’applicabilité. Par transformations h-conformes on 
entend des applications bijectives f = u + iv satisfaisant au systè- 
me (1). Ces applications s’écrivent (cf. chapitre IT) 


u=p{r+y)+pb(r—y), v= pr + y) — (rx — y}, (2) 


$ 14] TRANSFORMATIONS CONFORMES HYPERBOLIQUES 111 


où œ et w sont des fonctions différentiables arbitraires d'une seule 
variable. Le jacobien de ces applications 


Ca, == ap (a+ y) d' (ay) (3) 


ne s’annule que sur les droites x + y — const, dites caractéristiques 
du système (1). À la différence du système de Cauchy-Riemann le 
jacobien des solutions du système (1) peut changer de signe sur les 
caractéristiques qui deviennent alors des lignes de ramification: 
l’image est qualitativement différente des fonctions analytiques qui 
ne peuvent avoir que des points de ramification. 

Le théorème d'existence des applications conformes de Riemann 
ne s'étend pas aux applications k-conformes. En effet les applications 


pe 


Fig. 36 


h-conformes associent, comme il découle des formules (2), aux carac- 
téristiques du système (1) de nouvelles caractéristiques : 


u+u=2p(r+y), u—uv— 2vb(x — y), 


donc pour z + y = const on a u + v = const. Le couple de secteurs 
horizontaux caractéristiques (hachurés sur la fig. 36) se transforme 
en un couple de secteurs horizontaux caractéristiques (cf. fig. 36) 
si le jacobien est positif et en un couple de secteurs verticaux caracté- 
ristiques si le jacobien est négatif. Le jacobien ne peut pas changer 
de signe dans les applications bijectives, donc la frontière T du 
domaine et la frontière l'* de son image par une application k-con- 
forme doivent être constamment situées du même côté des caracté- 
ristiques (pour j > 0) ou de part et d'autre (si j < 0). Par suite 
il n’est pas possible, par exemple, d'appliquer de façon k-conforme 
un disque sur un demi-plan, car la frontière du disque passe d’un 
couple de secteurs caractéristiques dans l’autre alors que la frontière 
du demi-plan reste toujours dans le même couple de secteurs. 
Domaines de type demi-plan. Néanmoins, les domaines disposés 
de la même façon par rapport aux caractéristiques peuvent se cor- 
respondre par une application k-conforme. Soit par exemple à appli- 
quer sur un demi-plan un domaine D de type demi-plan, limité par 
une courbe différentiable T = {y = y (x)} telle que partout | y’ (x) | << 
< 1 l'égalité n’étant réalisée qu’en des points isolés (condition de 
disposition identique par rapport aux caractéristiques) et, de plus, 


112 MODÈLES QUALITATIFS DES ECOULEMENTS SUPERSONIQUES [CH. IV 
————————__———…—…—…— 


lorsque x > + co, l' ne s'approche asymptotiquement des caracté- 
ristiques ni d’un côté ni de l’autre. 

On va montrer qu’un tel domaine peut être appliqué de façon 
h-conforme sur le demi-plan supérieur et cela d'une infinité de 
façons ; à savoir on peut se donner encore une correspondance crois- 
sante différentiable entre les points de let de l'axe réel. 

En effet, l'application f-! inverse de l'application cherchée 
satisfait également au système (1) si bien qu’on peut la mettre sous 
la forme 


z=pu+v+pu—v), y=qu+v) —w(u—v). (4) 


Soit encore une correspondance établie entre les points de T et de 
l'axe des u par la fonction x = À (u); on a À’ (u) > 0 de sorte que 
l'égalité ne peut être réalisée qu’en des points isolés. Lorsque v — 0 
on doit avoir À (u) = qi (u) + W1 (u), y IA (u)] = qu (u) — 11 (u), 
d'où il vient que 


qu(u)=+ (Lu) + ()}, Gu)=+ {A (ya) (5) 


Les seconds membres de ces formules sont connus et leurs dérivées 
+ {1 + y’ [À (u)]} À’ (u) sont non négatives par hypothèse et ne 


peuvent s’annuler qu'en des points isolés. Par conséquent, ces deux 
fonctions sont strictement croissantes sur tout l'axe des u. Lorsque 
u — + oo elles tendent respectivement vers + oo, car si l’une d'elles 
au moins tend vers une limite finie, alors, comme il vient de (5), 
la courbe T tend asymptotiquement vers une caractéristique. 

C'est pourquoi les relations x + y = 2, (u + v), x — y = 
= 2, (4 — v) sont inversibles et l’on obtient u + v = 2 (x + y), 
u — v = 24 (u — v), où p et sont des fonctions croissantes dif- 
férentiables, appliquant l'axe tout entier sur lui-même. On voit 
aisément que la transformation définie à l’aide de ces fonctions par 
la formule (2) est précisément l'application bijective recherchée de 
D sur le demi-plan {v >0} avec la correspondance donnée entre 
les frontières. 

On voit que les applications k-conformes (si elles existent) sont 
caractérisées par une indétermination beaucoup plus grande que 
celle des applications conformes : au lieu d’une correspondance entre 
trois points frontière on peut donner la correspondance de toute la 
frontière. Toutefois on peut indiquer des conditions supplémentaires 
naturelles pour lesquelles le nombre de paramètres définissant une 
application h-conforme sera le même que pour les applications con- 
formes. 

Plus exactement, supposons dans les conditions adoptées précé- 
demment que le coefficient angulaire de la tangente à T admet une 
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limite pour z—> —00: 
lim y'(z)=a, —1<a<i. 


x——00 

La fonction appliquant D sur {v >0} est définie à deux paramètres 
réels près !) par la condition d'existence d’une limite pour la dérivée 
hyperbolique f’ (z) = u, + iv, (cf. chapitre IT) lorsque x —— —oo, 
limite indépendante du chemin suivant lequel le point z — x + iy 
s'éloigne à —oo. | 

Il est aisé de voir que la condition d'existence de la limite de f’ 
lorsque z—+ —c est équivalente à la condition d'existence des 
limites des dérivées @, et w, des fonctions (5) lorsque u — —oo. 
Or sur la caractéristique u + v = u, on a @, (u + v) = p; (wo), 


Fig. 37 


donc, la lim œ;(u) — @; (wo) indépendante du chemin ne peut 
U— — 00 


exister que dans le cas où œ{ (u) = k = const. Or, q (u) = ku + b 
et (5) nous conduit à la relation 


y IA (u)] + À (u) = 2ku + 2%, 


qui, en vertu des hypothèses faites, définit de façon unique la fonc- 
tion À (u). Cette fonction est monotone croissante de —o à c lors- 
que u varie de —o à co. Une fois A(u) trouvée, la seconde équation 
(5) définit la fonction ÿ, qui est également croissante entre —o 


9 
et co, et comme] À'(u) — _ 


2k : 2 
Ty Ta lorsque u —> —0o, il existe 


dim = lim EU 3 (u) = x TE 


U— — 00 U— — 00 1+a ° 


c.q.f.d. 

Les antécédents « des lignes de courant » v = v, par une applica- 
tion k-conforme arbitraire de D sur {v >0} subissent en général de 
fortes pulsations à l'infini si bien que leur tangente n’a pas de limite 
lorsque x — —oo. Toutefois, si la tangente à l' possède une limite 
lorsque x —+ —, il existe également des applications ne donnant 
pas lieu à une pulsation (fig. 37) et qui sont au même nombre que 
les applications conformes. 


1) Le nombre de paramètres est ici égal à 2 et non à 3, car les points frontière 
à l'infini des domaines transformés se correspondent. 


8—0622 
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Domaines de type bande. Il en va de même pour les transforma- 
tions -conformes sur une bande {0 << v << 1} des domaines de type 
bande limités par des courbes différentiables T,: y = y, (x) et 
l'y = y(x), où les fonctions y, et y pour tous les r, —oo <r< >. 
satisfont aux conditions 


Yo) <a), Ip (DI<1 y DI<1, 


les égalités n'étant réalisées qu'en des points isolés. 

Un tel domaine D dont les frontières ne tendent pas asymptoti- 
quement vers les caractéristiques s'applique de façon k-conforme 
sur une bande {0 << v << 1} et de plus on peut définir la correspondan- 
ce entre les frontières sur une certaine portion l, dépendant du type 
du domaine D. 

Pour les besoins de la démonstration, on remarquera avant lout 
que l, peut ètre supposée confondue avec l’axe des x. En effet, 
d'après ce qui précède, le domaine situé au-dessus de F, peut être 
appliqué par une transformation hk-conforme sur le demi-plan supé- 
rieur {v >0}. Il est aisé de déduire des formules (5) que l’image de 
T est une courbe T*: v = v,(u), telle que v, (u) >0, | v, (u) | <'1 
(l'égalité a lieu en des points isolés) et telle qu'elle ne tende pas asymp- 
totiquement vers les caractéristiques. Si l’on sait construire une 
application hk-conforme sur la bande du domaine limité par l'axe 
des u et la courbe l'*, le produit de cette application par la précé- 
dente sera une application h-conforme de D sur la bande. 

Soit donc D = {0<y<y(x)}; cherchons l'application sous 
la forme (2). La condition væ 0 pour y = 0 entraîne l'identité 
p (x) = Ÿ (x), donc l'application cherihee est de la forme 


u—=qplz+ y) + p(z— 7), @) 
v=p(rz+ y) —p(z— y). 
La condition établissant une correspondance entre let la droite 
v = 1 conduit à l'identité 
plr+y(l—plr-y(2l= 1. (7) 


Posons z — y(x) = t(x); comme 1 — y’ (x) > 0, l'égalité étant 
réalisée en des points isolés, £ (x) est strictement { croissant et possède 
une fonction inverse x = zx (t) qui, il est aisé de s’en assurer, appli- 
que l’axe t tout entier sur lui-même. D'où il vient qu’on a défini 
une fonction xz(t) + y{x(t)}] = À (t) strictement croissante sur 
l’axe t tout entier et l'on peut par conséquent récrire l’identité 


(7) sous la forme 
eU (= (1) + 1. (8) 


Montrons comment on tire la fonction q de cette équation fonc- 
tionnelle. Considérons la suite de valeurs de À: À, = 0, À, = 
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= À (nu), n = 0, +1, +2, ... (fig. 38); étant donné qu'on a 
À (4) — 1 — 2y (x) > 0 cette suite est strictement croissante et 
À, —> oo lorsque n.—+ +oo. Prenons maintenant sur le segment 
ho Al pour fonction q une fonction différentiable telle que 


4 a) = 9 (@o) + 1, qu) À (eo) = p° Go): (9) 


Lorsque { varie de À, à A1, À (t) varie de À, à À., donc l'identité (8) 
permet de prolonger q sur le segment [A,, À]; les conditions (9) 
assurent la continuité et la dérivabilité d’un tel prolongement. 
Maintenant en faisant varier t sur [A,, À.] on prolonge de la même 
façon ç sur le segment [A,, À;l et ainsi de suite. Si À (t) varie sur le 
segment [As À], t variera sur [A_,,À,] de 
sorte que (8) permettra de prolonger 
sur ce dernier segment. En y faisant va- 
rier À ({) on peut de cette façon prolon- 
ger p Sur [A-+, À], etc. 

Certes, il est possible au lieu de [A,, 
Al de prendre pour segment initial n’im- 
porte quel segment [À,, A4]. On voit 
que sur un tel segment on peut sé don- 
ner la fonction q de façon arbitraire (en 
respectant les conditions (9), plus préci- Fig. 38 
sément, leur analogue pour tout n) et 
l'équation (8) permettra alors de prolonger cette fonction sur 
l'axe numérique tout entier. Si ensuite on construit une application 
(6), il est facile de vérifier que c’est l'application cherchée. 

Ce problème, comme le précédent, est bien plus indéterminé que 
pour les transformations conformes: au lieu d’une constante réelle 
(on a adopté la normalisation f (oo) — + co) il possède un arbitrai- 
re dans la donnée de la transformation sur le segment tout entier. 
Or on lève toujours cet arbitraire si l’on impose des restrictions sur 
le comportement asymptotique de la fonction représentative qui 
se ramènent à la suppression des pulsations excessives à l'infini. 

Supposons que lorsque x —+ +, l possède une asymptote hori- 
zontale y — b et montrons que la transformation hk-conforme de D 
sur la bande {0 << v << 1} se définit, à une translation près, par la 
condition d'existence de la limite de la dérivée hyperbolique de cette 
transformation lorsque z —> +00. 

Les formules (6) nous apprennent que cette limite existe si, et 
seulement si, existe lim œ’ (x). Pour calculer cette limite, notons 


que pour tous les z Fe 
1 wx) 
| x = \ [p'(z+y)+p'(s—v)ldy=1; 
0 0 
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si existe lim œ’ (x) = B, en passant à la limite sous le signe somme 
X—+c0 


on obtient 2Bb = 1, ie. B = À. 
Ensuite, en dérivant l'identité (7) on trouve que 


piz—y(xl=" le +v (EE. (10) 


En remplaçant x par x, tel que x, — y (x) = x + y (x), on obtient 


peu (a)= play (a) = 9 le +v (EEE. 


De façon analogue, en remplaçant x, par x, tel que x, — y (x.) = 
= % + y(2) on a 
0 ne 1+ y" (xs) 
P [1 + y ()] —=® [te + y (22)] 1—y" (ze) . 
En poursuivant ce raisonnement, on construit une suite de points x, : 


To=Z, Zn —Y (Zn) = Zn + Y (Zn), n=1,2,... 


En groupant les relations analogues aux précédentes pour k — 
= 2, 3, ..., n on trouve que 


p'Iz—y (x) =@p [tn +9 (22)] [[ Er A ‘ 
kh=0 


De toute évidence la suite x, croît indéfiniment. Doncsi lim œ’ (x)= 
X—00 


= % existe, alors en passant à la limite pour r —+ on obtient 


, 1 1+y" zh) 

P {x y(z)] = 2b Ur (zh) (11) 
le produit infini de droite étant convergent. Par conséquent, la 
dérivée p’ (x) est parfaitement définie pour tous les x et, par suite, 
la fonction æ est définie à un terme additif constant près. Ce qui dé- 
montre notre proposition. 

Influence de la variation de la frontière. Au chapitre précédent 
on a indiqué que la variation de la frontière du domaine transformé 
exerçait sur l’application conforme une action qui diminue rapide- 
ment (comme une exponentielle) à mesure qu'on s'éloigne du lieu 
de la variation. Cet effet est à la base des méthodes variationnelles 
et de la déduction des formules approchées de la théorie des trans- 
formations conformes. Il est propre non seulement aux solutions du 
système de Cauchy-Riemann mais également à celles des autres systè- 
mes de type elliptique. 
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Toutefois il est facile de voir que cet effet ne concerne pas le 
système hyperbolique élémentaire (1): l'influence de la frontière se 
propage suivant les caractéristiques au sein du domaine sans s’atté- 
nuer. Considérons à titre d'exemple une application k-conforme sur 
le demi-plan supérieur du domaine obtenu en enlevant un triangle 
du demi-plan supérieur (fig. 39). Si l’on se limite à une application 
sans pulsations à l'infini, alors dans l'expression (4) de l’application 
inverse 


2=mu+v+hu—), y = qu + 0) — 4h (u —v) 


. #7 . u . 
l’une des fonctions sera linéaire; disons q, (u) = =. Les images 
des points anguleux x = a seront alors les points u — +a de 


-& a 


sFig. 39 


l'axe des u; la condition de correspondance entre l’axe des u et la 
frontière du domaine dans le plan (x, y) permet de définir la fonction 
Ÿ. de façon unique: 


Les antécédents des « lignes de courant » v = v, par cette appli- 
cation seront de la forme représentée sur la figure 39. En avant de 
la première caractéristique x + y —= —a qui est issue du sommet 
gauche du triangle (région 7) et en arrière de la seconde x — y = a 
qui est issue du sommet droit (région VI) ces antécédents sont des 
droites parallèles à l’axe des x, l'influence du triangle dans ces ré- 
gions étant nulle; il en va de même dans les régions 1 et III. Par 
ailleurs, dans les régions IV et V les « lignes de courant » seront 
polygonales; ici l'influence de la frontière se propage sans atténua- 
tion dans le domaine. 
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La propagation de l'influence de la frontière à l'intérieur du 
domaine suivant les caractéristiques est propre aux systèmes de type 
hyperbolique. 


$ 15. Modèle d’équations de la dynamique des gaz 


Equations classiques. Rappelons une fois de plus les équations 

des écoulements plans stationnaires d’un gaz parfait: 

dv ôu dv ôu 
, 5 Po, Pay” (1) 
où u est une fonction potentielle, v la fonction de courant; p, la 
densité du gaz. est une fonction connue de la valeur de la vitesse 
" V = V u? + uj;,çenSrégime adiabatique, 
elle s'écrit 
1 


(ne 


v VW où y est une constante caractérisant le 

Cn # 

Fiy, 40 gaz (v = -?, rapport des chaleurs spéci- 
0 


fiques à volume et à pression constants). 
Au lieu de (2) on peut aussi caractériser le régime gazeux en donnant 


le débit W = pV = |’ v£ + v£, comme fonction de la vitesse V ; pour 


les transformations adiabatiques le graphe de cette dépendance 
est représenté sur la figure 40. 


L’intervalle de vitesses 0 << V << Y, =V correspond 


aux écoulements subsoniques; le débit y croît avec la vitesse et le 
système (1) est de type elliptique. L'intervalle V, <V< V, 


VE correspond aux écoulements supersoniques, l'accroisse- 


ment de la vilesse s’ accompagne ici d’une chute du débit, et le 
système ({) est de type hyperbolique. La quantité V,, est la vitesse 
maximale du gaz envisagé. 

Le système (1) est un système d'équations non linéaires aux 
dérivées partielles. Si on est en régime (2) on peut en éliminer une 
des fonctions, par exemple la fonction de courant, et obtenir ainsi 
une équation quasi linéaire en la fontcion potentielle 


u? Url u ; 
(1-— —) us —2 = = sy + (1-5) Uyy =0, (3) 
où € = = = À — Lu V® est le carré dle la vitesse du son (P est 


la pression); l'égalité V = c équivaut à V = V,. Naturellement, 
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ette équation est de type elliptique pour V << V, et de type hyper- 
2 2 
bolique pour V > V, (&on discriminant À = (1—-) ( —+)- 


En régime adiabatique (2), le système (1) ou, ce qui revient au 
même, l’équation (3) se prête difficilement à l'analyse mathématique. 
Pour cette raison, dans l'étude des questions qualitatives liées aux 
écoulements gazeux on essayera d'introduire un régime gazeux hypo- 
thétique de manière à simplifier le plus possible le formalisme mathé- 
matique sans pour autant modifier le caractère général des phénomè- 
nes. 

Choix d’un modèle. La première simplification du genre est due 
à S. Tchaplyguine qui déjà en 1902, dans son célèbre ouvrage « Sur 
les jets gazeux », proposa d'admettre que la densité dépend de la 
vitesse d'après la loi 
4 
P= Vi: (4) 


Ceci se traduit par le fait que l'indice de l’adiabatique y de la formule 
(2) qui est physiquement toujoufs positif et même supérieur à 1, 
est posé égal à —1. Le gaz hypothétique ainsi obtenu est dit gaz de 
Tchaplyguine; l'équation correspondante du potentiel s'écrit 


1 + ui) Ur — 2u,uyUy + (1 + ui) Uyy = 0. (5) 


Un reconnaît ici l'équation des surfaces minimales, c'est-à-dire les 
surfaces qui ont la plus petite aire pour une frontière donnée (par 
exemple. les pellicules d'eau savonneuse, tendues sur un contour 
donné). D'innombrables travaux ont été consacrés à cette équation 
qui est un peu plus facile à étudier que l'équation (3). Or, première- 
ment, la simplification du formalisme est insuffisante et, deuxième- 
ment, le modèle de Tchaplyguine ne traduit que les écoulements sub- 
soniques, tout changement de type y étant impossible. On a construit 
d’autres modèles que le lecteur trouvera dans le livre de L. Sédov [2]. 

On aurait pu essayer de simuler le système (1) en le remplaçant 
par un couple de systèmes élémentaires du type correspondant : en 
subsonique, par le système de Cauchy-Riemann et en supersonique 
par un système décrivant des fonctions h-analytiques. Or ce modèle 
est fort grossier, les principales caractéristiques y étant discontinues. 
Les phénomènes qualitatifs de la dynamique des gaz sont bien mieux 
traduits par le modèle, proposé par M. A. Lavrentiev en 1955, dans 
lequel le couple de systèmes élémentaires indiqués simule non pas 
le système (1) lui-même, mais son système dérivé (cf. chapitre TIT). 
La partie supersonique du modèle a été traitée dans l'ouvrage de 
M. M. Lavrentiev [7]. 
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Nous introduisons ce modèle en donnant le régime gazeux fictif 
suivant: en subsonique, le gaz est incompressible, son débit W 
est égal à la vitesse V, alors qu’en supersonique, on pose mitn= 
— 1, autrement dit, 

L4 
Mari 6) 
en ce qui concerne la continuité il faudra admettre qu'à la « vitesse 
du son » correspond V, = V2. Le graphe de W — W (V) pour ce 
régime est représenté sur la figure 41. En le comparant avec la figure 
40 on voit qu'au voisinage de la vitesse du son la dépendance se 
conserve sur le plan qualitatif. A noter toutefois que le caractère 


Fig. 41 


du modèle n'est pas le même aux vitesses trop élevées — sa vitesse 
maximale V,, = alors que le débit reste toujours supérieur à 1. 


A signaler que la variation de 1 en fonction de la pression P, 


traduite en régime adiabatique par la courbe P — kp* (cf. chapitre I), 
est représentée dans notre modèle par une ligne polygonale composée 
de deux segments: la tangente à l'adiabatique au point P,, où le 
coefficient angulaire est égal à —1 et la droite horizontale p = 1 
(fig. 42). En effet, des équations du mouvement (8), $ 2, pour les 


écoulements plans stationnaires irrotationnels 


1 ôP è [v? 
Fer): 
41 ôP o [v? 
Sn le) 


on déduit dP = —pd (5) = —W dV. D'où pour notre modèle 


aux vitesses supersoniques (V > V2), on obtient à partir de (5) 
la droite 


DB T 1 


P=C—VVI—-1=C—— 
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qui, par un choix convenable de la constante d'intégration C, sera 


tangente à l’adiabatique au point P,. En subsonique (V << V2), 
on a W = V, i.e. p = 1, ce qui nous donne une droite horizontale 
sur le graphique. 


Pour notre a p = Ê est égal à 1 en subsonique (lorsque 


V < V2) et à 


‘en supersonique (V > V2), donc le système 


LES 
(1) s'écrit 
ôu êv ôu ôv 5 
= V2 DL H=—VVi-T 1 pour V > V2. 


Comme V = Vuë + ui il est possible d'éliminer de ce système la 
fonction v par dérivation. En subsonique (V << Y 2) on obtient 
l'équation de Laplace ordinaire 


Urx + Uyy = 0 (8} 
et en supersonique (V > V2), l'équation de type hyperbolique 
U—ui)us, + nu, +(1—ut)uy =0, (82) 
qui est analogue à (3). En groupant ces équations on obtient 
Urx + Uyy — Ô (uËu,.— 2u,u,u,, + uiu,,) = 0, (8) 


où Ô = 0 lorsque uË + ui < 2 et Ô = 1 pour ui + ui >2. 
De façon analogue en éliminant la fonction x on obtient: pour la 
fonction de courant l'équation 


ô 2 
Uxx + Vyy — vi ui —1 (DV xx + 20 LyVry La Vyu) = 0, (9} 


où Ô = 0 pour v£ + 1 < 2 et Ô = 1 pour v£ + v£ > 2; cette équa- 
tion est également elliptique pour V << V2 et hyperbolique pour 
V > V2. 

Considérons à présent le système dérivé pour notre modèle. On 
a signalé au chapitre III que pour le système d’équations de la dyna- 
mique des gaz il est de la forme 


= LP, “2 .M"(p}\ ap 
du qd” dv p du’? 
où a = . me; = e ,9 = w- Dans le modèle étudié g = p 


pour p>—= 73 et g =V1—p° pous P< —= 7 , donc le système dé- 
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rivé s'écrit : 


oœ __1%p de _150p 
‘ou pp dv  p du pour p>—7, 
% __1p 2e _ 18 ca 
D UN op go VON PS 72° 
Introduisons encore une fonction de la vitesse 
log V pour V<<V2, 
=f$p(V) - _ 11 
= BU") + arccos + pour V>V?, co 
où le- coefficient b — CT est choisi tel que cette fonction soit 
continue. Les équations pour le système dérivé deviennent 
ôa __ôB da op 5 
du —œw' d& du POUF V<V2, (12) 
da. op ôa ôp 


Su. =b—, Er TS . pour V>y2, 


i.e. en subsonique elles coïncideront avec le système elliptique élé- 
mentaire et en supersonique avec le système hyperbolique élémen- 
taire (plus précisément, elles en diffèrent d'un facteur constant non 
essentiel b). 

Géométrie du modèle. On va considérer trois plans: 1) le plan 
d'écoulement z = x ++ iy, 2) le plan du potentiel complexe w = 
= u + iv et 3) le plan de l'hodographe des vitesses © — Veiz — 
= E in. Le jacobien de l'application z + w 


9 (u, v) 2 2 
J= GT) =p(ui+ui)=pyV2=VW 
est partout non négatif, donc, cette application est localement homéo- 
morphe pour V = Ü et conserve toujours l'orientation. 

Dans le domaine subsonique, la fonction w = w (z) est analyti- 
que et © — w’ (z) antianalytique. Dans le domaine supersonique, les 
solutions de notre système admettent une représentation simple. En 
effet, il; découle des formules (12) qe = “ = ee = 0 pour Y > V2, 
d'où f = œ@(u + v) + (u — v), où ; a Ÿ sont des fonctions arbi- 
traires, or cela permet également de déterminer & à partir de (12); 
compte tenu encore de (11) on trouve 


+= cosb{p(u+v)+p(u—v)}, a—=b{p(u+tu)l—1 (u—v)}. (13) 


Dans le domaine supersonique, les caractéristiques du système 
jouent un rôle important. Pour le modèle considéré, elles sont repré- 
sentées dans le plan du potentiel par les droites u + v = c,,u — v = 
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I 


c, et dans Je plan de l'hodographe par les lignes £ — 


cos {a — 2bç (c:1)}, 5 — cos {a + 2b (c.)}, i.e. également par 
les droites 

E cos 2bp (c,) + n sin 2bq (c;) = 1, 

: Ë cos 2h (ce) — n sin 2bwÿ (ce) = 1. 

Sur la ligne de transition V = 2, les caractéristiques de deux fa- 


milles font entre elles un angle droit qui diminue avec l’accroisse- 
ment de V (fig. 48, a). En théorie classique, dans le plan de l'hodo- 


(14) 


big. 43 


graphe les caractéristiques sont des épicycioïdes et de plus les caraucté- 
ristiques des différents systèmes sont tangentes les unes aux autres 
sur la ligne de transition (fig. 43, b). 

Dans la zone subsonique les jacobiens des applications & — © 
st 5: — © 
+ __0@ 0 2(V. a) _y0V [Bu Bo 
17 5(V,a) om — le «, 


et. 
. __ d(E, n) d(uv) _ 7; 
hu dm —"] 


sont égaux à 


ee EC EPP 
= f. ie-ffe-ivor  d5 


ils ne s'annulent qu'en des points isolés. Dans la zone supersonique, 
ces jacobiens valent 
j = AV VE — TT q'(u + v) Ÿ’ (u — v), 
jh = 4b°Vfç" (u + v) w' (u — v); 
ils peuvent s’annuler et changer de signe sur les caractéristiques. 


(16) 
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Dans la zone supersonique, il est facile d'exprimer l'application 

w — z du plan du potentiel sur le plan d'écoulement au moyen des 

fonctions @ et W. Tout d’abord, des relations u? + uÿ = V° — 
— cos (p+V) et = tga = tg b (® — 1) il vient 
__ cos b(p—) _ sinb(g—w) . 
#— cosb(p+p) * 7 cosb(p+ 4) ? 


compte tenu de ce que p = Lee cotg (p + ), on déduit du système 


V 
(1) que 
p,= —sinb(p—v) p, = 28 b (p—Ÿ) 
*  Hsinb(q+w4) * Ÿ  sinb(p++) * 


; du, v) _ 1 a 
D'autre part, comme J — Az 1) = Tb@TV 0 QT est dif 


férent de zéro, il est possible de passer aux dérivées des fonctions 
inverses Zu, . . ., Y,, Ce qui conduit à 

Zu +2, = cos 2bp, yy + y, = Sin 2b, 

Tu — Ty = COS 2h, Yu — Y, = —Sin 2bW. 
Introduisons enfin de nouvelles variables u+v=s, u—v—=t# 


de sorte que zu + x, — 2x,, ...; une intégration nous donne la 
représentation cherchée 


u+v u-v 
2=+ { Î cos 2b dt + | cos 2 dt} + 20, 
û Ô £ 
u+n u—v (1 1) 
=5 { | sin 2 dt— | sin 2 dt} + Vo. 
(] ô 
Pour simplifier l'écriture on peut encore introduire les fonctions 
u u 
C(u)= [cos 2bp(t)dt, Ci(u)=— [cos 2h (#) dt 
ô Ô 


et, par analogie, en remplaçant cos par sin, les fonctions S (u) et 
Si (u), et poser x, = yo = 0; il s'ensuit alors: 


a utnie (u—v) : _ Sur 8 (Lis 2 (18) 


y 

Les formules (17) nous permettent de recueillir sans peine quel- 
ques informations sur les caractéristiques dans le plan d'écoulement. 
En effet, sur la caractéristique de la première famille u + v = c, 
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= — te 2bp (2u—c)=tg os, 


et sur les caractéristiques de la seconde famille u — v = c, 
d 
ns = tg 2bp (2u—c,) = tg a. 


D'ici et de (13) il découle que la bissectrice de l'angle des caracté- 
ristiques 


BL b{p(2u—c)—V(2u—c)}=a (19) 


est de même direction que le vecteur vitesse ; l’angle entre la vitesse 
et la caractéristique (angle de Mach) vaut 


LA =b{p (2u—c3) +p(2u—c;)} = b8. (20) 


$ 16. Exemples de problèmes supersoniques 


Ecoulement dans un canal. Coñsidérons dans le modèle adopté le 
problème très simple de l'écoulement supersonique dans un canal à 
parois planes {0 << y << h}. Supposons que la fonction de courant v 
est égale à zéro sur la paroi inférieure et à 1 sur la paroi supérieure, 
si bien que le problème se ramène à la transformation de la bande 
{0 < y <h} en la bande {0 < v< 1}. La condition de glissement 
sur les parois se traduit par les relations 


a =b{pu)—#(u)}=0, à =0b {plu +1) —wp(u —1)}= 0, 
(1) 


valables pour les u, —o << u << oo, qui entraînent que q (u) = 
= Ÿ (u) et que æ est une fonction arbitraire périodique de période 2. 


La condition que-la vitesse V est supersonique (V >> V2) est expri- 
mée par l'inégalité] _ <blp(u + v) + q(u — v}] < & qui est 
équivalente à l'inégalité 


FH <bPU)<T, —o<u< 00 


Par ailleurs, la condition de correspondance entre les bords supé- 
rieurs des bandes y (u, 1) = h d’après la formule (18) du paragraphe 
précédent s'écrit sous la forme 

u+i 1 


Î sin 2bo (t) dt = F5 Î sin 2bo (t) dt 


u—1 —1 


1 
h=+ 
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(on s’est servi du fait que œ est de période 2.et de la propriété connue 
des intégrales de fonctions périodiques). En vertu du théorème d'’es- 
timation des intégrales on obtient de l'inégalité précédente les 
£onditions sur k: 


Ficn<1v. (2; 


Si la fonction q = const, alors, en vertu de sa périodicité, sa 
dérivée ’ s’annule obligatoirement en changeant de signe; de la 
. formule (16) du paragraphe pré: 
ll, cédent il vient que le jacobien j 
(0 de l'application w—« possède 
la même propriété. Dans ce cas 
la vitesse V ne peut avoir une li- 
mite à l'infini (l’écoulement est 
animé de pulsations). Donc, l'uni- 
que solution pour laquelle la vites- 
se possède une limite à l'infini (ab- 
sence de pulsation) est la solution 
avec = const, autrement dit 

un mouvement de translation. 
Il en va de même pour l’écoule- 
ment dans un demi-plan {y >0}: 
si l'on exige que V possède à l’in- 
fini une limite indépendante de la 
façon dont le point s'éloigne à l’in- 
fini, l’unique solution du problème 
A(D est un mouvement de translation 

© I, tel que @ = const. 

LA Dans le même modèle, M.M. Lav- 
$ ü, rentiev [7] a résolu un problème 
A;(7) d'écoulement ‘supersonique dans 
Fig. 44 un canal curviligne {0 < y < 
< y(x)}. Ce problème se ramène 
à une équation fonctionnelle non 
linéaire contenant encore des intégrales de la fonction inconnue, 
intégrable par la méthode des approximations successives. L'’exis- 
tence de la solution a été démontrée dans l'hypothèse que y’ (x) 
diminue assez rapidement lorsque x —> —o. L’unicité se démontre, 
comme dans le cas élémentaire d’un canal rectiligne, dans la classe 
des écoulements pour lesquels la vitesse tend vers une limite lorsque 
T—> —00. ; 
Ecoulement autour d’un angle. Soient un angle tel que celui de 
la figure 44, y — f (x) l'équation de la portion 4A,. On se donne sur 


1) L’estimation inférieure de À est due au fait que dans notre modèle le 
débit W >1 dans la zone supersonique. 


— 
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le segment [0, »] de l'axe des u une fonction x = x (u) appliquant 
ce segment sur la portion AA, de la frontière d'écoulement. On a alors 
sur [0, k] y (u) = f [x (u)] et 


TE AC  —_ _— | 
Mean Ve roman, D 
et, par conséquent, 
=, y= he, OSu<h. (4) 


Si la vitesse V, — sec bB, (+ < bB, < 5) à l'infini et qu'on 
se limite aux solutions sans pulsations, on obtient dans la zone 7 


p=v=h, (5) 


i.e. un mouvement de translation. Dans la zone 71,, y est invariable 
et reste égal à W, — fe , alors que œ varie selon la loi (4): un tel 


mouvement est dit onde simple. Dans la zone J71, on a toujours 
= 1, et la fonction q se détermine par ses valeurs sur la portion 
de frontière A,B,; en supposant de nouveau que la zone II est 
exempte de pulsations on conclut que q y prend la valeur constante 


qu= fr. à (6) 


(æ, est l’angle de rotation de la portion A,B;, la quantité f, se déter- 
mine par la vitesse du mouvement de translation dans la zone 711) — 
dans la zone 77, on a donc un mouvement de translation. 

Dans la zone 11: @ — q,, + obéit à la loi (4), donc on a de nou- 
veau une onde simple. Dans la zone 77, les deux fonctions œ et Ÿ 
sont régies par la loi (4) et on a un flux composé et, enfin, dans la 
zone ]11 on a un mouvement de translation avec @ = 1, 


== LS s (7) 


La figure 44 représente l'écoulement considéré dans le plan w 
du potentiel complexe et dans le plan de l’hodographe ©. La trans- 
formation z—+ w est homéomorphe, alors que z— w présente plu- 
sieurs singularités : les zones 7, III et II, du mouvement de transla- 
tion se transforment en des points, les zones I], et II. de l’onde 
simple, en des arcs et seule la zone du flux composé 71, se transforme 
généralement en un domaine. 

La fonction x (u) qui réalise l'application [0, k]— AA, reste 
arbitraire, il faut seulement s'arranger pour que la vitesse V varie dans 
les limites requises (V > V2), or cela se réalise par de simples res- 
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trictions sur lesquelles nous ne nous arrêterons pas. Toutefois, en 
dynamique des gaz on admet généralement que la rotation du flux 
dans la zone 71, est réalisée par une onde simple. Alors, de l'infinité 
de solutions du problème seules deux restent valables : 

a) L’onde simple @ = = be. Dans ce cas on déduit de la 
première équation (4) que 

Le2 
B=Bo——- ; (8) 

« étant décroissant sur la portion A4,, f croît et la vitesse V — 
_ pr aussi: on a un écoulement de détente. La transformation est 
à présent réalisée de façon unique par les formules citées plus haut. 

b) L'onde simple 4 = ÿ, = Bo est analogue au cas a), à cette 
différence près que la vitesse diminue et l'on a un écoulement de 
compression. 

Si l’on suppose encore que sur la 
première caractéristique AC (fig. 44) 
le régime de l'écoulement ne varie pas, 


le cas b) est alors écarté et [l’on aura 
une solution unique. 


$ 17. Problèmes avec passage par la 
vitesse du son 


Un problème important et com- 
plexe de la dynamique des gaz est 
l'étude des écoulements dans les z0- 
nes sub- et supersoniques. Générale- 
ment on envisage des problèmes dans 
lesquels les zones supersoniques ap- 
paraissent au voisinage des parois (les 
frontières du flux) ou bien qui com- 
portent une ligne joignant les fron- 
tières“ de l'écoulement sur laquelle 

AXFig. 45h l'écoulement passe du régime subso- 

np nique au supersonique. Voyons un de 

ces problèmes. 

"Problème de la tuyere. Soit un tube symétrique par rapport 
à%l'axe des zx (on étudie le cas plan) d'abord convergent, puis diver- 
gent (fig. 45). Si dans ce tube l'écoulement a lieu à une vitesse subso- 
nique V, suffisamment élevée à —co, d’après la propriété principale 
des écoulements subsoniques, la convergence de ce tube entraîne un 
accroissement de la vitesse, qui atteint alors la vitesse du son, après 
quoi la divergence du tube fera encore croître la vitesse (d’après 
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la propriété des écoulements supersoniques). C'est ainsi que sont 
conçues les tuyères pour l'obtention des écoulements supersoniques. 
Le problème consiste dans le calcul de cet écoulement et, notamment, 
dans la recherche de la ligne OB de passage (ou ligne sonique) par la 
vitesse du son. 

Ici nous allons exposer quelques généralités liées à la résolution 
de ce problème pour le modèle d'écoulements introduit plus haut. 
Supposons que la ligne sonique OB est donnée dans le plan du poten- 
tiel par l'équation u = y (v); les grandeurs du côté de la zone super- 
sonique seront surlignées. 

On suppose que la ligne sonique est différentiable et que le long 
de cette ligne les vitesses des écoulements sub- et supersoniques se 
raccordent continûment aussi bien en grandeur qu'en direction. 


Les dérivées tangentielles p = £ et « sur la ligne sonique seront 
également continues, ce qu'on é— QE 


RP; p% DR 
” ôu où A ++ 2 , (1) 
2a ’ a ox ! a 
EPS nel ARRETE 
Par ailleurs, sur la ligne sonique, on a p = g — de donc les 
équations fondamentales (10) du $ 15 donnent 
ôx ôa 
VE de VER = ” 
ôa 5 0P __ ôà 
Vs Vis 


En utilisant ces es et les relations précédentes on obtient après 
quelques transformations évidentes: 


CR AN Er es LA 3 

du  %2—1 ou dv  Y%?—1 à (3) 
pe st 0h je. 0 er 2) 
ôv a X'®—1 Ou ôu du x'?—1 ô ° \ 


D'où l’on conclut sans peine que dans le modèle considéré le passage 
par la vitesse du son est impossible sans un saut des dérivées du 
module ou de l’argument de la vitesse. Cette circonstance traduit 
la particularité de notre modèle, qui est liée à ce que les coefficients 
des équations fondamentales de ce modèle varient par saut au pas- 
sage par la vitesse du son. 

Le fait suivant revêt visiblement un caractère général : il indique 
comment doit être située la ligne sonique dans la tuyère. Plus exacte- 
ment dans le plan du potentiel et, donc, dans le plan d'écoulement, 
elle se trouve en amont de la première caractéristique. 


9—-0622 
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Ce fait est une conséquence de la validité sur la ligne sonique 
tout entière de l'inégalité 


4" (0) < —1 (5) 

l'égalité n'étant réalisée qu’en des points isolés. 
Pour démontrer (5) notons que la condition d’accroissement de la 
vitesse sur la ligne sonique donne 2e «< 0, À < 0, d’où en vertu de 


(2) on conclut que sur cette ligne = à 7% < 0 Es ES 0. Des équations (3) 


on déduit à présent que si en un Soit quelconque de la ligne sonique 
et, me dans son voisinage ser x” < 1, alors, dans ce voisinage 


D = ua = 0, et d’après ® % D= x 0. Il découle de (4) que dans 

du 5 

notre voisinage % = Æ et à a — " , ie. les dérivées de p et de & 
L ôu P 


demeurent contains se passage par une portion de la ligne sonique, 
or c'est impossible vu l'observation ci-dessus. Donc sur la ligne 
sonique on a partout x"? > 1. L'égalité ne peut être réalisée qu’en 
des points isolés car si elle l’était sur un segment quelconque, celui-ci 
serait segment de caractéristique; il s’ensuivrait alors de nos rela- 
tions que &« — const sur ce segment, or ceci ne peut pas se raccorder 
avec le régime subsonique 1). 

On a démontré que partout sur la ligne sonique ou bien x’ < —1 
ou bien y’ > 1 l'égalité n'étant réalisée que sur un ensemble isolé. 
Montrons que le second cas est impossible. En effet, le régime sub- 


sonique définit sur la ligne sonique les valeurs p — de et & et par- 


tant les fonctions œ (u + v), ÿ (u — v) sur des intervalles 0 < 
<u+v<h,0<u—v<he(he< h). Etant donné que d’après 
les formules (13) du $ 45, sur l'intervalle [0, k,] de l'axe des u, on 
doit avoir 

=b{p(u)—vp(u)}=0, 


alors sur cet intervalle q = W. Par ailleurs, sur ce segment la fonc- 
tion 
p= cos 2bq (u) (6) 


doit décroître, donc q = 1 devra croître. Or sur la ligne sonique 
pu+v)+y(u—v) =, (7) 


1) Effectivement, sur ce segment de la frontière du domaine (zone sub- 


sonique) la fonction analytique pet* serait constante, i.e. le flux subsonique 
erait de translation et de vitesse égale à la vitesse du son dans notre modéle. 
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par conséquent, sur la portion de ligne sonique où q = Ÿ une dériva- 
tion par rapport à v donne 


CACE DIE 
ce (ue) — Tr. 


Si l’on avait sur la ligne sonique x’ > 1, cette égalité entraîne- 
rait que q’ (u + v) et q’ (4 — v) sont de signes contraires, autrement 
dit, o ne peut croître sur aucun intervalle [0, k] de l'axe des u. 
Cette contradiction prouve la proposition. 

On vient donc de démontrer que dans le plan w du potentiel com- 
plexe la ligne sonique OB doit se situer à gauche de la première carac- 
téristique OC (voir fig. 45). L'application z— w étant loealement 
homéomorphe, ces lignes sont disposées de la même façon dans le 
plan d'écoulement. 

Voyons maintenant le caractère de l'application du plan du 
potentiel w sur le plan de l’hodographe, qui correspond à l’écoule- 
ment dans une tuyère symétrique avec passage par la vitesse du son. 
Pour plan de l’hodographe on prendra le plan de la variable Q — 
= $ + ia qui est liée de façon simple avec la vitesse © — Veiz. 
Le jacobien j* de l'application w — Q est égal dans le domaine sub- 
sonique à 


j"= —(Bi+ a); (8) 


il y est toujours non positif et ne s'annule qu'en des points isolés. 
Dans le domaine supersonique ce jacobien 


* < 4bqp° (u + v) ÿ’(u — v) (9) 


peut s’annuler et changer de signe sur les caractéristiques. 
I] s'ensuit de l'analyse précédente que sur la ligne sonique OB 
ona—h, <u+v<0et —h, <u — v < 0, où h; << h,. Comme 


pH) Et, Vans Ê 40) 


B = + log 2 sur la ligne sonique et &« = « étant défini par le régime 


subsonique, alors en connaissant ce dernier et la forme de la ligne 
sonique on peut définir @ sur [—h,, 0] et y sur [—h,, O1]. 

Déplaçons-nous sur la ligne sonique de B à 0; pendant ce trajet 
B demeure constant, alors que a croît d’une certaine valeur négative 
jusqu’à 0 (comme il ressort du déplacement dans la zone subsonique). 
Comme par ailleurs u + v et u — v augmentent tous les deux, alors 
en vertu de (10), la fonction q est croissante, 1: décroissante et de. 


plus g (0) = ÿ (0) = À = LE. . 


Ces valeurs de y et W induites par l'écoulement subsonique dé- 
terminent l'écoulement supersonique dans la. zone ] où u + v< Q- 


9® 
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etu — v < 0 (voir fig. 45). Il découle de (9) et du résultat précédent 
que dans cette zone le jacobien j* demzure négatif, de sorte que 
l'application w — Q reste localement homéomorphe sur la ligne 
sonique. 

La condition & = 0 sur l’axe entraîne pour u > 0 la condition 
p(u) = 1 (u). La fonction @ doit continuer de croître sur un inter- 
Valle [0, À] de l'axe des w ainsi qu'il découle de (6) et de la condition 
d'accroissement de la vitesse sur l'axe de la tuyère. Supposons 
d'abord que À > 2, alors partout dans la zone [1 où0<u+u<2 
etu—v<Oonagp >0,1p"< 0, i.e. dans cette zone on a partout 
Ï* << 0, donc le jacobien ne change pas de signe sur la première carac- 
téristique. Cette zone doit contenir la ligne OD sur laquelle & = 
= b{p(u + v) —p(u —v)} =0 (en pointillé sur la fig. 45). 
En effet pour tout v fixe la fonction & croît avec u et sur la première 
caractéristique OC on a a = b {p (0) — p (—2v)} < 0 et sur la 
seconde caractéristique OE, œ& = b {p (2v) — ÿ (0)} >0. En aval 
de OE, dans la zone JIT où u + v >0 et u — v >>0, les dérivées 
œ’ et b’ deviennent toutes deux positives. par suite j* >—>0, autre- 
ment dit le jacobien change de signe sur OE et on obtient un pli par 
la transformation w —+ Q: l’image de la zone Z11 recouvre eelle de 
la zone ZI (voir fig. 45). L'homéomorphisme de la transformation 
considérée est violé sur la ligne OD. Si hk << 2 on obtient un autre 
pli par la transformation w — Q sur la caractéristique u + v =h 
dans la zone ZI et le jacobien j* change de signe sur cette caracté- 
ristique. 

Notons que beaucoup d'exemples de solutions exactes et appro- 
chées du problème d’une tuyère symétrique de la théorie classique 
(Lighthill, F. [. Frankl, S. V. Falkovitch, Tomotiko et Tamada, etc.) 
font état du même caractère de transition par la vitesse du son que 
celui de notre modèle (pour k > 2). 

On n'a pas encore réussi à trouver une soluton complète du 
problème de la tuyère vérifiant des conditions d'existence et d’uni- 
cité ni pour la théorie classique, ni pour le modèle simplifié. 

Inclusions supersoniques. Outre le cas considéré de transition 
par la vitesse du son lorsque la ligne sonique traverse le flux d'une 
paroi à l'autre du tube, on connaît un bon nombre d'expériences 
mettant en jeu des écoulements mixtes (sub- et supersoniques) d’une 
autre espèce. Soit un tube symétrique à parois symétriques dans le- 
quel par souci de simplicité on étudiera un écoulement plan. Si 
la vitesse d'écoulement à l'infini V. est relativemant faible, l’écou- 
lement reste subsonique dans tout le tube. Lorsque V, croît, dans 
de nombreux cas on constate la formation de petites zones superso- 
niques au voisinage du col alors que dans la partie restante l’écoule- 
ment demeure subsonique. 

Voyons la position mathématique de ce problème. Nous allons 
le formuler en terme d'écoulement mixte. 
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Soit un domaine D de type bande limité par l'axe des x et une 
courbe différentiable T présentant une asymptote horizontale. La 


vitesse à l'infini Vo < V2 étant donnée, il faut déterminer un 


I, ZT 


ZA 


[Q 


Fig. 46 .n 


domaine D, limité par un arc l, &T et par un arc y < D de mêmes 
extrémités que l', (fig. 46), tel que: 0 
1) dans D, — DD, l'application f dans le plan du potentiel 
complexe soit définie par le système de Cauchy-Riemann 
AUDE. Le (11) 
zx ôy ? dy ôz ? 
la vitesse V = Vui + uë est égale à V, à l'infini et < V 2 partout 
dans D,. 
2) dans É cette application satisfasse au système 
_ p) ôv du 3 d 
DV VI—T 15 = IE, (2) 
et partout V > V2: 

3) le champ de vitesses soit continu partout dans D; 

4) l’application f soit homéomorphe dans D et transforme D 
en bande {0  v << H} avec la normalisation f (+o) = + oo. 

Rappelons que les systèmes (11) et (12) sont tels que leurs cystè- 
mes dérivés soient respectivement des systèmes élémentaires Fe 
types elliptique et hyperbolique. 

Pour ce problème on peut faire la même étude qualitative que 
pour la transition par la vitesse du son dans la tuyère. Dans le cas 
des équations classiques de la dynamique des gaz une telle étude 
a été effectuée par A. Nikolski et G. Taganov [10] qui ont établi que 
dans le problème considéré l'application sur le plan de l'hodcgraphe 
doit être bijective. D'où il découle notamment que la ligne sonique y 
doit être strictement convexe (ne peut comporter de segments de 
“RE Des résultats de cette étude figurent dans le livre de L. Sé- 

ov [2]. 

Cependant, le problème formulé précédemment n'a encore pas 
été résolu dans sa position générale. Il serait souhaitable d'obtenir 
quelques conditions (même très restrictives) sur la courbe T assurant 
l'existence de constantes V, et V, telles que pour V, << Vo < Vi 
on ait dans le domaine D un écoulement unique à zone supersonique 
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adjacente à l'. Il se peut que la considération du modèle simplifié 
des équations de la dynamique des gaz proposé ici allège l'outillage 
mathématique (dans la zone subsonique on pourrait se servir de la 
théorie des applications conformes et dans la zone supersonique, des 
représentations simples des solutions, données au $ 15) et permette 
de résoudre le problème pour ce modèle. 

La nécessité de restrictions importantes sur la courbe T a été 
mise en évidence par les travaux de F. Frankl et d’autres auteurs 
qui ont prouvé que pour de nombreux cas les écoulements à zones 
locales supersoniques étaient impossibles sans discontinuité des 
vitesses. Ces démonstrations figurent dans le livre de L. Bers [5]. 
A la lumière de ce qui vient d’être dit il est naturel, avec le problème 
posé précédemment où le champ de vitesses demeure continu, de 
considérer également des écoulements avec chocs de vitesse et de 


Fig. 47 


pression. Ces écoulements ont fait l’objet des ouvrages de F. Frankl 
[11] et [12], où la frontière de la zone supersonique est composée de 
lignes soniques y et d’un choc de compression © (fig. 47). 

Précisons ce terme. On sait que les solutions des équations ellip- 
tiques à coefficients différentiables sont également différentiables. 
Les équations hyperboliques ne possèdent pas cette propriété, par 
exemple les solutions des équations de second ordre à coefficients 
différentiables peuvent avoir des dérivées secondes discontinues 
sur les caractéristiques (voir, par exemple, R. Courant et K. Fried- 
richs [4]). Outre ces discontinuités dites discontinuités faibles on 
connaît encore des discontinuités d'une autre espèce appelées chocs. 

Les chocs (dans le cas bidimensionnel traité ici) sont des lignes 
sur lesquelles la vitesse et, par suite, la densité et la pression pré- 
sentent une discontinuité. Physiquement, ce sont d'’étroites bandelet- 
tes, lieux de très rapides variations de vitesses, où la viscosité de- 
vient un paramètre essentiel qu’il est impossible de négliger. Les 
grandeurs des discontinuités sur les chocs (i.e. les différences entre 
les valeurs limites en amont et en aval du choc suivant le sens de 
l'écoulement le long des lignes de courant) ne sont pas arbitraires 
et sont commandées par les facteurs hydrodynamiques et thermo- 
dynamiques. 

Le plus souvent on envisage les chocs satisfaisant aux trois con- 
ditions suivantes: 1) la composante tangentielle (par rapport au 
choc o) de la vitesse demeure continue à la traversée du choc; 2) le 
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produit de la densité par la composante normale de la vitesse reste 
continu (cette exigence découle de la loi de la conservation de la 
masse) ; 3) la densité, au passage par le choc, ne peut que croître 
(conséquence du second principe de la thermodynamique). Pour cette 
raison ces chocs sont dits chocs de compression. Donc en traversant 
ces chocs la vitesse ne peut que diminuer, en particulier l’écoule- 
ment supersonique peut devenir subsonique, l'inverse n'étant pas 
possible. Les détails sur les solutions discontinues des équations de 
la dynamique des gaz peuvent être trouvés dans le livre de N. Ko- 
tschin, I. Kibel et N. Rose [1 

Il serait intéressant de faire l’analyse des écoulements à zones 
supersoniques se terminant par les chocs de compression dans le 


T 
2, 
De 


4— lo 
Fig. 48 


cadre du modèle simplifié des équations de la dynamique des gaz. 
1] n'est pas exclu que dans le cadre de ce modèle on puisse faire une 
étude plus exhaustive que ne le permet le modèle classique. 

Problème de raccordement. Pour terminer nous allons étudier un 
autre modèle du problème d'écoulement mixte traité dans l’article 
de M. A. Lavrentiev [13]. Soit un domaine D de type bande limité 
par une courbe différentiable l,: y = y, (x) à asymptote horizontale 
et par la droite l: y = 1. On demande une courbe y: y = y (x), 
Yo (x) L'y (x) L'Â pour —oœo L'r<< co, partageant D en deux 
domaines D, et D, (fig. 48) tels qu’il existe des transformations 
quasi conformes f, et f, appliquant respectivement D, et D, sur les 
bandes A, = {—h <v<0}et À, = {0<v<1}, laissant inva- 
riants les points à l'infini des bandes, et telles que f, soit solution 
d'un système d'équations de type elliptique dans D, et f,, d'un 
système d'équations de type hyperbolique dans D, ; les deux trans- 
formations doivent coïncider sur y. Pour simplifier l'exposé, dési- 
gnons par D (y,, y.) un domaine du type bande limité en bas par 
une courbe y, et en haut par une courbe y.. 

Ce problème est visiblement insoluble pour des systèmes quel- 
conques. En effet dans la zone elliptique D, l'influence des variations 
locales de la frontière y s’atténue rapidement à mesure qu’on s'éloigne 
du lieu de variation, alors que dans la zone hyperbolique D, il n'y 
a pas d'atténuation (cf. $$ 12 à 14). Cette circonstance peut rendre 
instable le problème posé et, dans le cas général, insoluble. 

Il est possible de pallier à cette difficulté en posant des condi- 
tions réalisables en pratique. On tient compte de la viscosité qua 
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amortit l'effet des variations locales, à mesure qu'on s'éloigne du 
lieu de variation, même dans le cas d’écoulements supersoniques. 
Dans le modèle la viscosité peut être prise en compte sous forme d’un 
quelconque procédé de lissage portant sur les solutions des systèmes 
hyperboliques. 

Supposons par exemple que dans la position décrite précédem- 
ment /, est une application conforme et que j, satisfait dans D, au 
système hyperbolique (12); soient V = V (x, y) et «a = a (x. y) 
les caractéristiques de l'application f,, V, et &, = 0 les valeurs limi- 
tes de ces caractéristiques lorsque z — — oo. Le lissage de l’applica- 
tion 7. peut être par exemple conduit de la façon suivante. Remplaçons 
les caractéristiques V et & par les fonctions 


V (2,9) = Vo+{V (a, y)—Vo}e-s (V1) 4-0, 


a (x, y)=a(z, y)e-o(V#+1-1) (A-u, 4) 


où ô > Oest un petit paramètre. On considère que ces fonctions sont 
respecti vement l'allongement et la pente des antécédents des lignes 
de courant v = const et on reconstitue d'après elles l'application 
f, du domaine D (y, l') sur la bande À, dans l’hypothèse qu'elle est 
voisine d’une application linéaire pour les grands x négatifs. 

Pour ce cas le problème de raccordement se pose en termes plus 
précis de la manière suivante: déterminer dans le domaine D — 
= D (T,,T) une courbe y telle que l’application quasi conforme lissée 
par le procédé (13) du domaine D (y, T) sur la bande A, — 
= {0<v<1} et l'application conforme du domaine D (T,. Ÿ) 
sur la bande À, = {—h << v < 0} coïncident en tous les points de 
la courbe + obtenue à partir de y par lissage. 

Indiquons une méthode de résolution par des approximations 
successives convergentes dans le cas où l, est proche de la droite 
y — —h en ce sens que y, (x) —> —h pour Es |— oo à la vitesse 
els let | yo (x) + |, lys (x) | et | y5 (x) | << Xh° où X est une 
constante et le nombre h est petit. En première approximation, pre- 
nons l'axe des x pour y = ÿ.. Alors fi (:) = 2, V,=1,a=0et 
le lissage ne modifie pas l'application. L’allongement vs sur Ÿ; 
par l' application conforme f'} du domaine D (T,, Y:) sur A9" sera égal 
à 1 à hk près (cf. $ 12). En seconde approximation, prenons pour y 
une courbe y, telle que l’allongement sur y, par l'application con- 
forme de D (T5, Y2) sur À, soit partout égal à 1 (on verra au chapitre 
suivant que la courbe y, existe, est unique et que son écart par rapport 
à y, est de l’ordre de h). 

Ensuite on trouve l'application quasi conforme jf? du domaine 
D (Y2, D) sur A, on la lisse par le procédé (13) après quoi l’allonge- 
ment V'* sur la courbe lissée y. sera égal à 1 à k? près et tendra vers 1 
suivant une exponentielle pour | z | — © (la pente & sera elle aussi 
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distincte de 0). A présent trouvons une courbe y, telle que, sur elle, 
l'allongement de l'application conforme de D (T,, y:) sera égal à 
V{®, etc. Il est naturel d'espérer que ce processus converge vers le 
solution du problème de raccordement, toutefois, la démonstration 
comporte de grosses difficultés. 

Voyons en conclusion la position générale, conséquence logique 
du problème considéré précédemment. Dans un grand nombre de 
phénomènes se rapportant à l'hydrodynamique outre les facteurs 
régis par des équations différentielles il en existe d’autres dont le- 
rôle est non moins essentiel. Il paraît donc fort tentant d'essayer 
d'élaborer une théorie des classes des applications décrites non pas: 
comme solutions de tels ou tels systèmes d'équations aux dérivées: 
partielles mais, disons, comme données axiomatiquement en fonc- 
tion d’un ensemble de propriétés caractéristiques. 

Par exemple, soit une classe E de domaines simplement connexes: 
D à frontières différentiables contenant en plus de chaque domaine. 
D, tous les domaines qui s’obtiennent de D, par de petites déforma- 
tions différentiables. Soit encore un algorithme À (D) qui à chaque 
domaine D € E associe une application homéomorphe f du domaine 
D sur un domaine canonique (cercle, demi-plan ou bande), cette 
application étant unique pour la correspondance donnée entre trois 
couples de points frontière. L’algorithme est supposé continu, autre- 
ment dit, faisant correspondre à des domaines voisins D des applica- 
tions voisines f — À (D). 

Il est naturel d'admettre que l'algorithme À est elliptique si 
les applications f — À (D) sont justiciables des principes variation- 
nels de la théorie des applications conformes. Les algorithmes hkyper- 
boliques sont définies de telle manière que l’influence des variations 
locales du domaine ne se répercute sur les applications correspon- 
dantes que dans les zones limitées par des courbes dites caractéris- 
tiques de l'algorithme. En admettant aux algorithmes des propriétés 
complémentaires adéquates on sera conduit à telles ou telles classes 
d'applications. 

Les applications correspondant aux algorithmes à propriétés dé- 
terminées peuvent être regardées comme des applications quasi 
conformes au sens large. Le développement d’une telle approche 
axiomatique de la théorie des applications quasi conformes est inté- 
ressant tant du point de vue de la théorie elle-même que du point 
de vue de ses éventuelles applications. 
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CHAPITRE V 


PROBLÈMES PLANS 


Aux chapitres précédents on a mentionné à maintes reprises ces 
problèmes dans leur position classique. Ici nous allons en poursuivre 
l'analyse en considérant des problèmes aussi bien classiques que 
nouveaux. 


$ 18 Paradoxes dans le schéma du fluide parfait 


Paradoxe de la portance. On -rappelle que dans un écoulement 
stationnaire irrotationnel d'un fluide parfait incompressible la 
pression se détermine à partir de la formule de Bernoulli 


P=A—£V:, (1) 


où À est une constante, p la densité du fluide, V = | V | le module 
de la vitesse d'écoulement (on néglige l’action de la pesanteur). En 
se servant de cette formule il est facile de calculer la force résultante 
de pression s’exerçant sur l’ensemble du corps contourné. La pres- 
sion sur le contour étant dirigée vers l’intérieur suivant une normale 
à y, la force agissant sur un élément de contour d& est égale à 


Pi dt = Ai &—L Vi dt, 


s 


et la force résultante appliquée à tout le contour 


F=x+ir={|piæ=-#| V2 dt (2) 
Y 


(on tient compte de ce que l’intégrale de d£ le long d’un contour fermé 
est nulle). La composante X du vecteur F est dite traînée, la com- 
posante Ÿ portance. 

Transformons cette formule en y introduisant le potentiel com- 
plexe d'écoulement f. On sait que le vecteur vitesse V = f” (2) ; comme 
en vertu de la condition de glissement autour d’un contour on a sur 
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celui-ci V = Vei®, où @ = arg dt, on obtient sur y 
Vrdt=(f ()}2e-2i9 dé —(f (0) dt. 


En portant cette expression dans (2) et en passant aux valeurs com- 
plexes conjuguées on trouve la formule classique de S. Tchaplyguine 
(1910) 


F-x—iy= ft (( (ya. G) 
Y 


Appliquons-la au cas élémentaire d'un écoulement sans circula- 
tion autour d’un cylindre circulaire. Ici, le potentiel complexe est 
égal à 


(2) =Ve (242) (4} 


(où V est la vitesse à l'infini) et sa dérivée f’ (9) = V« (1 — FE) | 
En portant cette relation dans la formule (3) on arrive à un résultat 
paradoxal: la portance et la traînée sont toutes deux nulles! 

On va voir que ce paradoxe subsiste si l’on considère un écoule- 
ment sans eirculation autour d'un contour fermé quelconque y. En 
effet hors de y la dérivée f’ du potentiel complexe de tout écoulement 
doit être une fonction analytique et au voisinage de l'infini doit 
avoir un développement de la forme 


F2) = Vo+ ++. (5) 


où V est le vecteur vitesse d'écoulement à l'infini. 

L'intégrale de f’ le long de tout contour fermé entourant y est 
égale à LT + iN, où Test la circulation et NW le flux à travers ce 
contour (cf. chapitre II). Dans notre cas, vu qu'il y a écoulement 
sur y, V, = 0 sur y et, par conséquent, 


N= 12 ds=0 
Y 
Par ailleurs, on voit avec (5) que 


| f' (z) dz= c,-2ni 
Ÿ 


(comme d’après le théorème de Cauchy l'intégrale ne change pas par 
une variation du contour en dehors de y on peut admettre que celui- 
ci est situé dans le domaine de validité de (5)). En comparant ces 


deux résultats on conclut que c_, = _. et en intégrant (5) on obtient 
le développement suivant du potentiel complexe de l'écoulement 


$ 18] PARADOXES DANS LE SCHÉMA DU FLUIDE PARFAIT 441 
considéré au voisinage de l'infini: 
C_. 
(= Varte+ D logs... (6) 


c< est une constante arbitraire. 
On voit qu’en l’absence de circulation (F = 0), dans un écoule- 
ment autour d’un contour arbitraire y le développement à l'infini 


de f' et (/’)° ne contient pas de terme en +. De sorte que l'intégrale 


de la formule de Tchaplyguine est 0 et dans ce cas le paradoxe est 
valable pour tout contour. 

Condition de Tchaplyguine. Les mêmes raisonnements montrent 
que dans le cas d’un écoulement avec circulation autour d’un contour 
ermé arbitraire y on a, au voisinage de l'infini, 


ER 


d'en Ve + Le L + 


En substituant cette expression dans la formule (3) et en passant 
aux grandeurs complexes conjuguées on obtient le célèbre théorème 
de N. Joukovski sur la portance (1904): 


F = ipTV. () 


On a déjà montré au chapitre [IT que le potentiel complexe d'un 
écoulement avec circulation autour d’un cylindre rond {|z| = R} 
est égal à 
Ye 


f()=Vez+ + log z, (8) 


et les points critiques du flux sont 


: r 
Po=arcsin rs Pi A — Po (9) 


(on passe de façon élémentaire du cas VX >>0 traité là-bas au cas 
considéré ici). Le cas général de l'écoulement autour d'un contour 
arbitraire y se ramène au précédent par une application conforme g 
de l'extérieur de y sur l'extérieur d’un cercle {| & | — R} avec la 
normalisation g (00) = co, g’ (co) = 1; la quantité R est parfaite- 
ment déterminée par les conditions de normalisation. Dans (8) en 
remplaçant z par g (z) on obtient le potentiel complexe de l’écoule- 
ment: 

VooRi 


F2) = Voog (2) + + 77 lo8 € (2); (10) 
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la représentation obtenue est valable à l'extérieur du contour et (6} 
fournit le développement de cette fonction au voisinage de l'infini. 

Etablissons le nombre de paramètres déterminant cette solution 
du problème d'écoulement. La fonction g et le rayon R sont entière- 
ment définis par la forme du contour baigné y et par les conditions 
de normalisation adoptées. Le vecteur vitesse à l'infini V. reste un 
paramètre libre, on peut donc le choisir arbitrairement. La valeur 
de la circulation T reste à définir. Il vient de (9) que cette valeur 
sera complètement définie si l’on connaît l'argument de l’image du 
point de ramification ou du point de fuite du flux par l'application g. 
En principe, on peut donner arbitrairement ces points de sorte que 
T est également un paramètre libre. 

Cependant la situation est différente dans les applications à 
l'aviation. Le contour baigné — le profil d'une aile d'avion — a 
ordinairement un bord de fuite aigu, disons le point z,, avec un angle 


Fig. 49 


de ax (0 < & << 1) entre les tangentes, comme sur la figure 49. I} 
en découle, on l’a vu au chapitre III, que la dérivée g’ de l’applica- 
tion devient infinie en ce point. D'où il résulte généralement le 
fait physiquement impossible que la vitesse d'écoulement au point z, 
est infiniment grande. En analysant ce paradoxe S. Tchaplyguine 
admit que le point z, était un point de fuite du flux. Un calcul simple 
montre que sous cette condition la vitesse devient finie. En effet, 
1 


au voisinage du pointzsona & = g(z) & À (2 — 2)2-% + 6,, et, 
par conséquent, 
do = 
7H =£ ()&B(z— 2)" 


(A et B sont des constantes, &, = £g (20). Or en résolvant le problème 
d'écoulement autour d’un cylindre rond, chapitre III, on a vu que 
la dérivée du potentiel complexe w — 1# (£) possédait au point 6 


8 : ne : dw 
un zéro du premier ordre, i.e. au voisinage de ce point re 


= C(6— &o), où C est une constante. Donc au voisinage de 
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la règle de dérivation des fonctions composées donne 


dw dt — = 
l'U= Ta BC(E—L)(— 20) 2% ABC (2— 20) 
cette dérivée est effectivement finie au point 2. 

L'hypothèse de Tchaplyguine est assez bien justifiée par l’expé- 
rience. Ceci s'explique probablement par le fait que si le point de 
fuite ne coïncide pas avec la pointe, la présence de très grandes vites- 
ses au voisinage de ce point pour une viscosité aussi petite que l’on 
veut entraîne la formation de tourbillons qui déplacent ce point de 
fuite vers la pointe (on considérera en détail cet effet au chapitre VII 
dans le cadre du problème d'écoulement de jets autour des corps). 
Une conséquence de l'hypothèse de Tchaplyguine est que la circula- 
tion TL cesse d'être un paramètre libre du problème, sa valeur étant 
déterminée avec la formule (9) si l’on connaît le point Es = ei. 
Donc la formule (7) nous permet aussi de calculer la résultante des. 
forces s’exerçant sur l'aile: 


IF | = par. 


Les résultats décrits peuvent être également généralisés à l'écou- 
lement de flux de gaz parfait autour de contours en régimes sub- 
soniques. 

Notons toutefois qu'il est beaucoup plus difficile de lever les 
paradoxes d’une portance (traînée) nulle et de l’infinitude de la 
vitesse dans les problèmes d'écoulement autour de contours compor- 
tant des angles aigus, tournés par la pointe vers l’intérieur du con- 
tour. Ici le schéma du fluide parfait s'écarte souvent beaucoup de 
la réalité. Certains de ces problèmes seront traités ici. 

Cas spatial. Notons en conclusion que le procédé qui a permis de 
lever le paradoxe de la portance nulle ne convient pas aux problèmes 
spatiaux. Nous allons expliquer cela sur l'exemple d’un écoulement 
autour d'une boule. Dans le problème plan d'écoulement autour d'un 
disque on élimine ce paradoxe par la superposition d'un écoulement 


sans circulation et d’un écoulement de la forme _. Log z dont tous 


les vecteurs vitesse sont dirigés suivant le cercle et sont de longueur 
constante. Cet écoulement ne possède pas d’analogue spatial en 
vertu d’un théorème de géométrie différentielle qui dit qu'il n’existe 
pas sur la sphère de champ de vecteurs non nuls tangent continu 
(de façon plus imagée ce théorème dit théorème du hérisson s'énonce 
comme suit: il est impossible de peigner un hérisson, car un poil au 
moins restera perpendiculaire à la peau). Donc la méthode décrite ne 
permet pas de lever ce paradoxe dans les problèmes spatiaux. Ce 
paradoxe traduit les insuffisances du schéma du fluide parfait. 
L’écoulement réel autour d’une sphère donne lieu à des tourbillons 
qui modifient profondément la répartition de pression. 
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$ 19. Ecoulements à rotation constante 


Ecoulements à tourbillons ponctuels. Nous allons voir de nou- 
veaux schémas d'écoulement stationnaire d’un fluide parfait dans 
des domaines bornés à frontières suffisamment de fois différentiables. 
Notons au préalable qu'en vertu du principe du maximum pour les 
fonctions harmoniques, dans ces problèmes, la seule solution à vites- 
ses bornées sera la solution qui correspond à l'état de repos. En effet, 
d'après la condition de glissement la fonction de courant ÿ — const 
sur la frontière du domaine et si Ÿ n’a pas de singularités à l'inté- 
rieur ou sur la frontière du domaine, alors selon ce principecÿ = const. 


260 


Fig. 50 


En plaçant à l’intérieur du domaine ou sur sa frontière des sourcen 
ou des tourbillons ponctuels on arrive à obtenir des écoulements des 
types représentés sur la figure 50. 

Si l'on prend pour écoulement initial un écoulement voisin de 
l’un quelconque d'entre eux et qu’on introduise une viscosité arbi- 
trairement petite, alors sous l’action de celle-ci l'écoulement se 
modifiera rapidement car la grande concentration d'énergie au 
voisinage des singularités entraînera une intense dissipation d'éner- 
gie. En particulier, l'écoulement dans un disque comportant un tour- 
billon en son centre (fig. 50, c), et n'ayant pas de frottement à la 
frontière, tend, sous l'influence de la viscosité, vers une rotation 
d'un liquide à la façon d'un solide. 

Rotation constante. On obtient un nouveau schéma d’écoulement 
stationnaire dans un domaine borné simplement connexe à frontière 
différentiable en écartant la condition d'absence de tourbillons et en 
supposant que ceux-ci sont distribués sur tous les points du domaine. 
Pour simplifier la rotation w sera supposée constante dans tout le 
domaine D. Alors,pour les coordonnées du vecteur vitesse désignées 
ici par V, et V, on obtient, au lieu des équations habituelles tradui- 
sant la condition d'analyticité, les équations suivantes: 


Wy Wa 8x Wy 
Ôôz y Ft ôz LS EN =0 (1) 
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(la seconde équation exprime toujours la condition d'absence de 
sources). 
Une dérivation de ces équations nous apprend que les fonctions 
V,; et V, sont harmoniques: 
AV, —= 0, AV, = 0, (2) 


toutefois, elles ne sont pas conjuguées et la fonction F = V, — iV, 
n’est pas analytique. Il est plus commode de considérer les fonctions : 
u —= V, + @Y, VU — —V,, (3) 


désormais (1) se transforme de toute évidence en le système de 
Cauchy-Riemann 


du __ dv du dv 
dx dy 4y ôz 


et la fonction f = u + iv sera analytique. Il est possible d'appliquer 
au schéma en question l'appareil mathématique de la théorie des 
fonctions analytiques. 

Traitons à titre d'exemple le problème élémentaire d'écoulement 
dans un disque {| z | << AR}. La condition de glissement est traduite 
par l’orthogonalité des vecteurs ei? et V, + iV,, soit 


V, cos @ + V, sin = 0. 
En passant à la fonction f = u + iv cette condition devient 
u COS @ — L Sin ® = @ÿ COS p, 


et, après multiplication par R, ux — vy = wzxy. La dernière relation 
est équivalente à 


: i 
Re (+2) = 0. 
Il découle du principe du maximum que l'unique solution du 
problème, qui n’a pas de singularités dans le disque {[z2 [<< R}, 
sera f(z) = — $2 d’où 


V=Vi+i,= 2. (4) 

Les trajectoires de cet écoulement (les lignes vectorielles du champ V) 

sont des courbes sur lesquelles Se . # i.e. les cercles x? + y° = r°. 
x 


Contrairement à l'écoulement tourbillonnaire classique de la figure 
50, c cet écoulement est stable, car pour lui l’énergie est partout 
finie. 

On peut résoudre le même problème pour un domaine borné quel- 
conque D de frontière différentiable l. Si l’on désigne par «& l'angle 
entre la tangente à let l’axe des x, la condition de glissement sera 


10—0622 " 
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exprimée par la colinéarité des vecteurs el et V = V, + iV,, soit 


V, sin &œ — V, cos a = 0, (5) 
ou, en passant à la fonction analytique f = u + iv, 
u Sin & + UV COS & = œy sin &. (6) 


Ce problème est dit problème aux limites linéaire de la théorie des 
fonctions analytiques. Dans la classe des fonctions bornées il admet 
une solution unique pour tout contour différentiable T (cf. L. et Ch., 
chapitre IIT). 

Quand on résout des problèmes d'écoulement dans le cadre du 
schéma considéré on a intérêt, comme dans le cas classique, à intro- 
duire la fonction de courant ÿ. On convient comme auparavant que 
c'est une fonction dont la différentielle est égale à 


dh = —V, dr + V, dy (7) 


(l'expression de droite étant une différentielle exacte en vertu de 
la seconde équation (1)). On a 


ap 
7: (8) 


de sorte que les lignes de niveau = const se confondent avec les 
lignes vectorielles du champ de vitesses V = V, + iV,. La condi- 
tion de glissement (5) prend la forme simple: ÿ = const sur la 
frontière de D. 

En substituant (8) dans la première équation (1) on trouve que 
la fonction de courant satisfait à l'équation de Poisson 


Ap= EE +R = — 0. (9) 


Ce schéma est dépourvu de potentiel des vitesses car l'écoulement 
est non potentiel. 

Notons que l'hypothèse d'une rotation constante est naturelle 
si l’on considère l'écoulement comme un écoulement limite vers 
lequel tend l'écoulement laminaire d’un fluide visqueux dans l'hy- 
pothèse que la viscosité v — 0. En effet pour un écoulement plan 
stationnaire d'un fluide visqueux incompressible la rotation satisfait 
à l'équation de Helmholtz 


RP à = vAu (10) 


ETS 
(cf. $ 3). On peut mettre cette équation sous la forme 


æ _ 10 
ds  |Vl' 
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s à 32. SEE : è 
où + désigne la dérivée suivant une ligne de courant. Supposons 


maintenant que v—0 de telle sorte que VI reste borné; alors 
+ 0 et, par conséquent, pour de petits v le maximum et le mini- 
mum de & sur toute ligne de courant, en particulier, sur 1a frontière 
du domaine D, sont aussi voisins l’un de l’autre que l’on veut. Or 
le maximum et le minimum des solutions de l'équation (10) sont 
atteints sur la frontière du domaine (voir Courant [1]), donc, pour 
de petits v le maximum de w dans D diffère peu du minimum: la 
rotation w est presque constante dans D. 

Propriétés des écoulements. Si un domaine borné, simplement 
connexe D est le siège d’écoulements tourbillonnaires (sans singula- 
rités) il existe dans ce domaine au moins un point fixe où la vitesse 
est nulle. En effet, sur la frontière du domaine 
Ÿ = const, de sorte que cette fonction atteint son 
maximum ou son minimum !) en un point inté- 


rieur du domaine D,oron ya a = —V, =0 GC) 
dp _ _ : 
et Er = Vs = (0. r 


Remarquons ensuite que dans le cas consi- 
déré, comme dans le cas classique, le flux du 
vecteur vitesse V à travers toute courbe y située Fig. 51 
dans D est égal à l'accroissement de la fonction 
de courant 1 sur cette courbe (i.e. à la différence des valeurs de ÿ 
à ses extrémités). D'où il vient que le flux de V à travers toute cour- 
be reliant un point fixe z, du domaine à sa frontière l, est égal 
à wp (£) — vw (z) où CET et ne dépend pas de la forme de cette 
courbe, car dans notre cas Ÿ est constante sur l. En particulier, si z 
est le point de D où la fonction ÿ atteint son minimum ou son ma- 
ximum, alors ce flux 


Q= [dp= 4 (E)— (20) (11) 
Y 


est appelé débit angulaire de l'écoulement considéré (fig. 51). 

Il est important de savoir dans quelle mesure qn peut étendre 
les principes variationnels aux écoulements à rotation constante. 
L'exemple du disque considéré ci-dessus met en défaut le principe 
variationnel fondamental lorsque « est fixe. En effet, on voit avec 


(4) que la vitesse à la frontière {| z | = R} est égale à V — SR — 
elle diminue avec le rayon au lieu de croître. 

1) Etant solution de l'équation (9) la fonction 1 ne peut atteindre son 
maximum à l'intérieur du domaine pour w << 0 et son minimum pour © > 0 
(voir Courant [1}). 

10% 
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Cependant ce principe s'applique aux écoulements à débits an- 
gulaires égaux. Dans le cas des domaines bornés il s'énonce comme 
suil: 

Soit un domaine D dont la frontière Ê a un arc y en commun avec 
la frontière T du domaine D. On envisage dans D et D des écoule- 


ments à rotations constantes ow et © et à même débit angulaire Q. 
Dans ces conditions, sur y, la vitesse du second écoulement est infé- 


rieure à celle du premier, autrement dit Ÿ << V en tous les points de 
. Si l'on suppose encore que D et D sont des domaines convexes, 


Rs aux points de la déformation maximale Ÿ > y. 
! Signalons encore les écoulements à rotation constante dans un 
domaine de type bande dont l'étude présente un certain intérêt. 
Soit un tel domaine D = {yo (x) y << y, (x)} limité par deux 
courbes sans points communs, l,: y = y, (x) et T,: y = y(x); 
on veut y construire un écoulement à rotation donnée & et à débit 
donné . Le problème se réduit à la détermination d’une fonction 
Y satisfaisant à l'équation (9) et aux conditions aux limites 1 Ir, _ 
=0, pin, = À. 

Le dernier problème se ramène aisément au problème de Dirichlet 
pour les fonctions harmoniques. Le effet, au lieu de 1 on peut cher- 


cher une fonction Y — ÿ PU telle que AY = Aÿ + © = 0, 


i.e. harmonique dans D. Pour cétle fonction les conditions aux limi- 
tes s’écrivent 


YVir=sn(), Yir=AH+Suy(x), (12) 


les seconds membres étant connus par hypothèse. Dans la classe 
des fonctions harmoniques bornées le problème de Dirichlet possède 
une: solution unique, donc, notre problème d'écoulement à rotation 
constante dans les domaines de type bande en possédera aussi une 
unique. 


$ 20. Problèmes aux limites libres 


‘A cette classe se rapporte un grand nombre de problèmes classi- 
ques dans lesquels on cherche l'écoulement d'un fluide parfait dans 
des domaines aux frontières partiellement connues. La portion in- 
connue de la frontière est à déterminer à partir de certaines conditions 
complémentaires. La plus simple de ces conditions est d'exiger que 
la vitesse soit constante sur la portion inconnue de la frontière 
(problème de Kirchhoff). Une autre condition importante est utilisée 
dans. les. problèmes relatifs au mouvement ondulatoire d’un fluide 
pesant incompressible : la condition de constance de la pression sur 
la surface d'onde qui, en vertu de la formule de Bernoulli (cf..$ 1), 
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se traduit sur la portion connue de la frontière y = y (x) par 
EV2+pgy=4, (1) 


où g est l'accélération de la pesanteur, p la densité du fluide, V la 
vitesse et À une constante. 

Problème de Kirchhoff. Nous allons commencer par le problème 
élémentaire d'écoulement d’un fluide parfait incompressible à sur- 
face libre dans les conditions où l’on néglige la force de gravitation, 
l'écoulement est plan-parallèle et la pression constante au-dessus de 
la surface libre. Il découle alors de la formule de Bernoulli que sur la 
surface libre la vitesse V est constante et, mathématiquement, le 
problème se pose ainsi. 

On donne une courbe l,: y = yo (x) — le fond du lac, la fonc- 
tion y, (x) étant supposée continue et bornée avec ses deux dérivées 
sur l’axe des x tout entier ; on donne également le débit h. On deman- 
de la surface libre, c'est-à-dire une courbe 


T:y=y(z), y(2) >% (x), (2) 


sur laquelle la vitesse d'écoulement est une constante donnée. 

Si l’on introduit le potentiel d'écoulement complexe f = u + iv, 
ce problème se ramène à la détermination d'une transformation coni 
forme sur la bande {0 << v << h} d’un domaine D de type bande dont 
la frontière inférieure l, est donnée et la frontière supérieure T est 
inconnue, mais sur elle l'allongement est constant, |f’ (2) | = C: 
la transformation est normée par les conditions f (+oo) = +o. 

On démontre à l’aide de la méthode variationnelle que le problè: 
me de Kirchhoff admet une solution qui est unique. L'idée de cette 
méthode est la suivante. En se donnant une courbe F satisfaisant à 
l'inégalité (2) on peut trouver une transformation conforme f du 
domaine D limité par les courbes l', et l sur la bande {0 << v << h}, 
les conditions de normalisation f (oo) — +o définissant cetté 
transformation à un terme additif constant près. Si l’on admet encore 
que la fonction y (x) est bornée avec ses dérivées première et seconde, 
alors la dérivée f’ est bornée sur l', si bien qu'on peut considérer 
la quantité 


T(T)= max ||f" (2) —C1, (3) 
2er 


qui est complètement déterminée par la courbe l pour une constante 
C donnée. 

Ainsi donc, à chaque courbe l d’un certain ensemble on associe 
un nombre J (T) de telle façon qu'aux courbes voisines (compte tenu 
des valeurs des fonctions y (x) et de leurs deux premières dérivées) 
correspondent les valeurs voisines de Z. On dit alors qu’on a défini 
une fonctionnelle continue sur l’ensemble considéré. Ensuite, il faut 
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restreindre l'ensemble de courbes admissibles à un ensemble compact, 
c’est-à-dire un ensemble tel que de toute suite de courbes de cet 
ensemble on puisse extraire une sous-suite convergeant vers une 
courbe du même ensemble (au sens de voisinage compte tenu des 
valeurs des fonctions et de leurs deux premières dérivées). Pour cela 
il faut se donner les constantes figurant dans les inégalités suivantes : 


K<y(x)—vo(z) LE", |y'(a) <max|y(2)|+M=Ks 


4 
| y" (a) max | +N = Rae Si 
Si pour L on prend la courbe y (x) = y, (x) + k, alors l'allongement 
| f' (2) | sur l’ sera grand pour 4 petit et petit pour k grand, donc 
pour la valeur donnée C de la vitesse on peut choisir les constantes X 
et X' telles que l’allongement soit partout supérieur à € sur la courbe 
y = yo (x) + K et partout inférieur à C sur la courbe y = y, (x) + 
+ À’. Dans les autres inégalités on pose M et N assez grands. 

Sous ces conditions l’ensemble de courbes l est compact et on 
démontre en analyse que la fonctionnelle continue J(T) atteint son 
minimum sur cet ensemble. En appliquant le principe variationnel 
aux applications conformes des bandes on démontre que si la valeur 
minimale obtenue était différente de zéro, alors en restant dans la 
classe des courbes admissibles on pourrait faire varier l de façon 
à faire diminuer 7(T). D'où il vient que Z (T) = 0, i.e. on a construit 
la courbe cherchée. On peut déduire du même principe variationnel 
que la courbe l qui fournit la solution du problème est déterminée 
univoquement. Pour plus de détails sur cette méthode nous renvoyons 
le lecteur à l'ouvrage de M. A. Lavrentiev [2]. 

On peut résoudre analytiquement ce problème en se servant de 
l'expression de l'allongement de l'application conforme sur une 
bande d’un domaine de type bande (du chapitre III). On serait alors 
conduit à une équation intégrale qui nous donnerait la fonction 
inconnue y = y (x). En imposant des restrictions supplémentaires 
sur la forme du fond on résoudrait ce problème dans le cas d’un 
fluide compressible. 

Ondes dans un fluide pesant. Arrêtons-nous plus en détail sur la 
position du problème des ondes sur la surface d'un fluide pesant 
incompressible. Pour simplifier l'exposé on supposera que le fond 
du lac est le plan z = 0. Soit z = & (x, y, t) l'équation de la surface 
d’onde S (que l’on cherche). Le potentiel des vitesses d'écoulement 
œ (x, y, 2, t) est une fonction harmonique de x, y et z quel que soit t 
dans le domaine {0 < z2< & (x, y, t)}, i.e. est solution de l’équa- 
tion de Laplace 


ôx? ôz3 
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Sur le fond, en vertu de la formule (29) du $ 1, on doit avoir la 


condition &= 0 qui, dans le cas présent, s’écrit 
Q , 
<=0 pour z=0, (6) 


et sur la surface libre inconnue S deux autres conditions: 
a) la condition cinématique d'imperméabilité (28) du $ 1, qui 
exprime que toutes les particules restent toujours sur S : 


d , ôp à | dp d  2p _ 

Tor 67 toy =0, (7) 
b) la condition dynamique de Cauchy-Lagrange (30) au $ 1, dans 

laquelle il convient de poser U = —gz, car il s'agit du potentiel des 

forces de pesanteur extérieures, 


ô 1 mt 
S+S I grad p[?+ 60. (7°) 


La complexité de ce problème réside dans la non-linéarité des 
conditions aux limites (7) de sorte que dans cette position les chances 
de succès sont maigres. L'hypothèse simplificatrice classique de la 
petitesse des ondes et de | grad œ | permet d'éliminer dans (7) les 
termes non linéaires comme des petits du second ordre et par consé- 
quent de linéariser le problème: les conditions sur S deviennent 


atl à Q 
ET =0, +et—0 (8) 
et l’on peut les reporter sur le plan z = h où hk est la profondeur du 
fluide non perturbé. A présent on peut éliminer la fonction & de (8): 

ee 


à 
Se te Pour zh, (9) 


donc le problème se ramène à la recherche d’une fonction g harmonique 
dans la couche {0 << z << h} et satisfaisant aux conditions aux limi- 
tes (6) et (9) ainsi qu'à certaines conditions initiales (par exemple, 
le fluide est au repos pour { — 0). La forme de la surface d'onde S 
est déterminée ensuite à partir de la seconde équation (8): 


___ 41 8 
G(z, VE = 2h ° (10) 

On peut exhiber des solutions élémentaires de ce problème li- 
néaire, assez intéressantes d’un point de vue physique. Les ondes de 
surface se propageant horizontalement, elles oscillent en x, yet t 
de sorte qu'on peut essayer de chercher les solutions sous la forme 


p—=2Z (z) ekax+fBu-ot), (11) 


152 PROBLÈMES PLANS [CH. V 


où &, B et © sont des constantes réelles. Il est évident que cette fonc- 
tion satisfera à l'équation de Laplace (5) si, et seulement si, Z” — 
— v?Z = 0 où v® = &° + f°. La condition au fond (6) déterminera 
Z (z) à un facteur constant près: Z = a ch vz, et la condition sur la 
surface libre (9) conduira à la relation 


2 = gvth va. (12 


La formule (10) donne la surface d'onde correspondante: 
C(x, y, t)=h+ _. a ch vheïax+Bu-ot), (13) 


c'est une onde de profil sinusoïdal se propageant à une vitesse cons- 
tante dans une direction perpendiculaire au plan &x + fy = const 
(fig. 52) ?). Si l’on fait subir aux axes de coordonnées une rotation 
dans le plan (x, y) qui amène l'axe des 
x en coïncidence avec le sens de pro- 
pagation des ondes, alors ax + fy est 
remplacé par vz et le facteur oscillant 
des formules (11) et (13) par eitvx-ut), 
D'où il est clair que la longueur d’on- 


de est À — = et la vitesse de propaga- 


. o 
tion c — Te 
Calculons approximativement les 
Fig. 52 trajectoires des particules de fluide. 
En supposant que l’onde chemine dans 
le sens de l’axe des x et en séparant dans (11) la partie réelle on 
trouve le potentiel des vitesses @ = a ch vz cos (vr — ot), d’où 


dz ôp 


= = av ch vz sin (vr— wi), 
dz __ôp _ 
= Ze “AV sh vz cos (vr — wt). 


Vu que nous étudions des ondes de petite amplitude, les déplace- 
ments des particules sont petits, de sorte qu'aux seconds membres x 
et z peuvent être supposés approximativement constants et égaux à 
leurs moyennes. Par intégration des dernières relations on trouve les 


1) Le terme additif À est introduit dans le but d'obtenir des oscillations 
à la hauteur du fluide non perturbé, il apparaît si l’on ajoute à (11) un terme. 
linéaire en t. Notons encore que les solutions trouvées ne satisfont qu'à des 
conditions initiales de forme très spéciale. 
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déplacements des particules: 


av 
T— = —— chwvz, cos (vro— ot), 


av . 
2— = sh vz sin (vro— œt). 


D'où l’on voit que les trajectoires des particules sont des ellipses 
V av . . . 
d’axes _ ch vz, et — sh vz,. Les dimensions de ces axes croissent 


exponentiellement lorsque z, croît ou (ce qui revient au même) dimi- 
nuent exponentiellement à mesure qu’on immerge dans le fluide. 
Ce qui traduit bien la réalité car on sait bien que lorsque la mer est 
agitée il suffit de plonger à une petite profondeur pour ne pas ressen- 
tir l'effet des vagues. 
Dispersion des ondes. La formule (12) relie deux grandeurs: 
27 Q] 
À = 


Tete —; elle montre que la vitesse de propagation des ondes 


Fig. 53 


dépend de leur longueur. Ceci conduit au phénomène important ob- 
servé aussi en pratique qu'est la dispersion des ondes et à la notion 
de vitesse de groupe liée à celle-ci. On va les illustrer par un exemple 
simple. 

Considérons deux ondes de même amplitude et de longueurs voi- 
sines cheminant le long de l'axe des x à des vitesses voisines; leur 
superposition 

— sv) Nr ee) 
aeilvx- ot) L geilvx-wt) — 2a cos ( 5 TZ— D :) e 2 2 


est représentée sur la figure 53; pour t fixe c’est une courbe oscillan- 


- v v 4 . e _ 
te, de fréquence + Æ Y, inscrite dans une cosinusoide douce ( de 


fréquence petite T°). L'ensemble des ondes inscrites dans une 
demi-cosinusoïde forme ce qu'on appelle un groupe (ils sont deux 
sur la fig. 53); aux extrémités des groupes l’amplitude des oscilla- 
tions inscrites est très petite si bien qu'ils semblent séparés l’un de 
l'autre par des portions de niveau non perturbé. 

La vitesse de déplacement du groupe considéré globalement est de 
toute évidence égale à 2° = 2 . C'est cette dernière grandeur 

V—v 
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qu'on appelle vitesse de groupe; en vertu de la formule (12) on a 
do c 2v 
== (14). (44) 
où c = Lest dit vitesse de phase. En eau profonde (L grand) la vitesse 
de groupe est environ deux fois plus petile que la vitesse de phase 
Le} 
(&r# 3) 

Le phénomène décrit s’observe sur la mer: des groupes d'ondes 
d'environ même longueur, séparés l'un de l'autre par des bandes 
d'eau relativement calme, cheminent plus lentement que les ondes 
composant le groupe. Une onde prend naissance au front arrière du 
groupe, se propage vite, d'abord en prenant de la hauteur puis en 
la perdant pour s’amortir à l'instant où elle rattrappe le front avant 

du groupe et cède la place à l’on- 
Less de suivante du même groupe. 

Un autre effet se rapportant 
au même phénomène est celui des 
ondes de sillage: derrière un navire 
qui se déplace à une vitesse cons- 
tante dans une eau suffisamment 
profonde, les ondes se propagent 
dans un angle dont la demi-ouver- 
ture est égale à arcsin 1/3 & 19,5° 
indépendamment de la valeur de la 
vitesse. Donnons, avec Lighthil], 

Fig. 54 l'explication de cet effet. 

Supposons que le navire se 

meut dans le sens de l’axe des x à 

la vitesse constante U et fixons un certain instant. { secondes avant, 

le navire se trouvait au point O à la distance Ut de la position fixée M 

(fig. 54) et des ondes partaient de lui des deux côtés. L'onde qui est 

partie dans la direction 6 a parcouru au bout du temps t le chemin 

ct = Ut cos 6, cette égalité étant la conséquence de ce que le front 

d'onde se déplace avec le navire et la vitesse de celui-ci dans la direc- 
tion 6 est U cos 6. 

Or, en raison de la dispersion ce n'est pas la vitesse de phase que 
l'on observe, mais celle de groupe qui, dans l'eau profonde, est 


égale à + c, de sorte que le groupe d'ondes né au point O atteint, au 


bout du temps t dans la direction 6, le point P, milieu de la corde 
ON du cercle de diamètre OM. Le lieu géométrique des points P 
lorsque 8 varie est un cercle dont le diamètre est la moitié de OM; 


son rayon est égal at Ut, la tangente MT forme avec OM un angle 
4 


a tel que sin « = + (voir fig. 54). 
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Il reste à noter que ces raisonnements s'appliquent à tout instant 
t, donc la tangente MT à un instant fixé est la frontière des pertur- 
bations engendrées par toutes les positions antérieures du navire. 
La droite MT' symétrique de MT par rapport au sens du déplace- 
ment joue le même rôle (fig. 54). L’allure des ondes dans ce mouve- 
ment est assez compliquée et est de caractère essentiellement spatial. 

Problème plan. Soit une onde en déplacement rectiligne à une 
vitesse constante c. Choisissons un système de coordonnées mobile 
dont l'axe des y passe par la crête de l'onde, l'axe des zx longe le fond 
dans le sens du mouvement de l'onde. Dans ce système de coordon- 
nées le potentiel des vitesses est une fonction de x et de y, indé- 
pendante de t. 

Sur la surface libre y = n (x) la formule de Cauchy-Lagrange 
est remplacée par la formule de Bernoulli 


SUB 4 (8) Je con 


(cf. $ 1) qui, une fois la fonction de courant y et le potentiel complexe 
f = q + ùp introduits, devient 


+If(G)F+ey=A (4=const). (15) 


Si k est la profondeur non perturbée et la fonction wŸ est nulle sur 
le fond. sur la surface libre elle doit prendre la valeur hc = q, égale 
au débit. Le problème se ramène donc à la détermination d'une 
courbe T': y = n (x) telle que par la transformation conforme f 
du domaine D = {0 y < n (x)} sur la bande {0 << 1 << g} avec 
la normalisation f (Ho) = +, en chaque point de l soit remplie 
la relation (15). 

Désignons par Ÿ, et y, respectivement les valeurs maximale et 
minimale de la fonction n (x). Du principe variationnel pour les 


transformations conformes il résulte que | f’ (2) | est < au point 
0 


du maximum de net >+ au point du minimum. En portant ceci 
dans (15) on obtient 

1 2 4 2 
3(+) +en<A<F (+) +8Yo. 


Or, la fonction y (y) = + (+) +- gy atteint son unique minimum 


pour y = (£)" et comme on doit avoir Yo < Yo et X (Yo) K 


< % (V2), alors y, et Ÿ, sont situés obligatoirement sur la portion 
de croissance de la fonction # (y). D'où l’on conclut qu'une condition 
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nécessaire d'existence d’une solution non triviale est que: 
g% \13 
>(S)" : (16) 


si cette condition n’est pas réalisée, on aura alors obligatoirement : 
Yo = Yoetn(z) = const. 

La non-linéarité de la condition aux limites (15) complique la 
résolution analytique du problème. Cependant le problème est 
sensiblement simplifié si l’on ne considère que les ondes de petite 
amplitude et l’on remplace la condition (15) par une condition linéai- 
re, approchée. Pour ce faire admettons que [diffère peu de la droite 
y — h et posons le potentiel complexe f (z) = cz + f, (2), où f, = 
= u + iv est une fonction analytique dont la dérivée est de carré 
négligeable. Donc 


p=cr+u p=cy+v 


Gus v 


et f' (z) = c + + iT 2 ,etsurT'oùÿ = gonay=1 =h——. 


En portant ces expressions dans (15) on obtient dipréximatine 
ment 


5 (2+25%) +gh—£v=A, 


soit après la substitution = = e et l'introduction de la nouvelle 


constante B = — = (4 — gh 4) 


D _E,=B. (17) 


Enfin à la précision adoptée près, cette condition aux limites peut 
être reportée de la courbe I à la droite y = h. On est conduit au 
problème aux limites linéaire : déterminer une fonction v harmonique 
dans la bande {0 < y < h}, égale à O pour y = 0 et satisfaisant à 
la condition (17) pour y — hk. Après la résolution de ce problème. 
le profil l de la surface d'onde se déduira à partir de la formule 
n()=r- €, (18) 
Le problème linéaire auquel on est ramené se résout de façon 
élémentaire: la fonction 


v = a sh vy cos vx + by (19) 


est harmonique quelles que soient les constantes a, b et v et égale 
à O pour y = 0; il reste à satisfaire à la condition (17): 


av ch vh cos vx + b— (a sh vhcosvz+bh)=B 
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approchée construite par la méthode qu’on vient de décrire il existe 
une solution exacte unique et que la largeur de ce voisinage est petite 
par rapport à l’amplitude de la solution approchée (cf. M. A. Lav- 
rentiev [2]). 

Onde de Stokes. A l’heure actuelle les méthodes de la théorie des 
fonctions et de l’analyse fonctionnelle ont permis de résoudre presque 
toutes les questions liées à l'existence et l’unicité des ondes dans un 
fluide pesant. Les recueils [9] et [10] font le point de cette théorie. 
Arrêtons-nous sur un problème en suspens: la démonstration de 
l'existence d'une onde dite onde limite de Stokes dont les crêtes sont 
aiguës. 

Même l'analyse approchée précédente basée sur l'hypothèse d’une 
amplitude petite a montré qu’une augmentation de l’amplitude de 
l'onde entraînait un raidissement de sa crête. Si l'on écarte cette 


y 
Y 
r 
Z 
Fig. 56 


hypothèse, on doit naturellement s'attendre à ce que l'augmentation 
de l’amplitude jusqu’à une certaine valeur critique amène l’appari- 
tion d’angles aigus sur les crêtes. Ce phénomène prévu par Stokes a 
été corroboré par l'expérience. 

La valeur de l’angle au sommet d’une onde est aisément détermi- 
née par la condition aux limites (15) et les propriétés des transfor- 
mations conformes. En effet, si & est l'angle au sommet de l’onde 
(0, Yo) (fig. 56), alors au voisinage du point x — 0 l'équation de la 
surface d'onde doit s’écrire 


y =Yo—Izliga+o(x). (26) 


Compte tenu du comportement de la transformation conforme 
aux points anguleux ($ 12) on peut conclure qu’au voisinage du point 
Zo = Yoi le potentiel complexe de l'écoulement possède un dévelop- 
pement de la forme 


f@)=a(z— 20)8 + 0 (1z— 20 lP), (27) 
où B — et a 0. Comme 0<a<+, alors f >1 de 


1 = 


sorte que f’ (z) = 0. En portant cette expression dans (15) on trouve 
que ÀŸY, = À. En substituant à présent dans (15) les expressions 


160 PROBLÈMES PLANS [CE. V 


(26) et (27) on obtient la relation 
282 
LL 226-031 z|igae=o(lz|), 
d’où il découle que nécessairement 2 (B — 1) = 1. Par suite B — 
— 3/2 et l’angle au sommet de l'onde &« — x/6. Le lecteur a sans 
doute observé plus d’une fois des vagues d’un angle de 120° à la 
crête (voir fig. 56). 

La démonstration de l'existence d’ondes d’une amplitude finie 
(non petite) est un problème qui est loin d’être simple, car non linéai- 
re et global. Cette démonstration est donnée par R. Gerber par 
les méthodes de la théorie des opérateurs dans un espace de Banach 
(voir son ouvrage dans le recueil [9]). Mais Gerber n’a considéré 
que des solutions différentiables de sorte que les ondes de Stokes ne 
sont pas incluses dans sa théorie. L'ouvrage cité contient également 
une condition assurant la dérivabilité (analyticité) de la surface d'on- 
de au voisinage du point z,; cette condition consiste dans la non- 
nullité de la dérivée du potentiel complexe: 


fo) Æ 0 (28) 


(autrement dit, z, n’est pas un point critique de l'écoulement). 

Y. Krassovski [11] a indiqué une condition suffisante de réalisa- 
tion de (28) et, donc, de dérivabilité de la surface d'onde: l’angle 
d’inclinaison de l'onde par rapport à l'axe des x est strictement infé- 
rieur à la valeur critique &) — < . L'existence d'ondes présentant 
des points anguleux sur la surface, c’est-à-dire dont les angles d’in- 
clinaison sont supérieurs ou égaux à F est un problème qui reste 


entier. On a démontré l'existence d'ondes (différentiables) à pente 
proche mais pas égale à la pente critique, de sorte que l'existence de 
l'onde de Stokes n’est pas encore démontrée. 

L'état actuel de la théorie des ondes est exposé dans l’excellent 
ouvrage de G. Whitham [16]. 


$ 21. Modèle de Kirchhoff et autres modèles 


Modèles classiques. Le modèle de Kirchhoff constitue l’une des 
premières tentatives d'éviter les paradoxes des vitesses infiniment 
grandes et de la traînée nulle dans le schéma du fluide parfait. 
Considérons le problème d'écoulement autour d'une plaque d’épais- 
seur finie, disposée perpendiculairement au sens de la vitesse du 
flux à l'infini (fig. 57). Dans le schéma le plus simple le potentiel 
complexe de l'écoulement définit une transformation conforme de 
l'extérieur de l'intervalle [—ai, ai] sur l'extérieur d’un intervalle de 
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l'axe des u avec la normalisation 


f (oo) = 00. 
Cette transformation s'écrit 
[EH = VS VF +. (1) 
La théorie générale dit que la vitesse d'écoulement jf’ (z) — ns 
V = +ai 


devient infiniment grande aux bords de la plaque et l'action du flux 
sur la plaque est nulle. 

Pour se débarrasser de ces para- D 
doxes Kirchhoff proposa un autre PA EN 
schéma d'écoulement. Il supposa 
notamment qu'aux bords de la 
plaque il y a décollement de la vei- 
ne, c’est-à-dire que l'écoulement ne N a 
remplit pas tout le complément de YJ— 
l'intervalle [—ai, ail, mais seule- 
ment la partie de cet intervalle li- 
mitée par des courbes y et y’ issues 
de ses extrémités ; entre ces courbes il se forme une zone d’eau sta- 
gnante (fig. 58). Les courbes y et y’ ne sont pas connues à l’avance, 
elles sont déterminées à partir de la condition que la pression — et 
d’après la formule de Bernoulli la vitesse aussi — y est constante. 


Fig. 57 


Fig. 58 Fig. 59 


Ce problème se résout facilement lui aussi. Soit w = f (z), f (0) = 
— 0, le potentiel complexe de l'écoulement ; il applique de façon 
conforme le domaine d'écoulement sur un plan comportant une 
coupure suivant le demi-axe positif ; la règle de correspondance entre 
les points est illustrée sur la figure 58 et 59, a. Soit b >> 0 l’image des 
extrémités de l'intervalle 3 et 3’; b est un paramètre du problème 
caractérisant l'épaisseur de la plaque. 
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Introduisons la nouvelle variable & = log f’ (z) = £ + in‘ qui 
est liée à la vitesse d'écoulement V = f’ (z); le plan & est dit plan 
de l'hodographe des vitesses. Les fonctions & = log | f’ (z) | et n = 
— arg f’ (z) — —arg V sont harmoniques conjuguées aussi bien par 
rapport à la variable z que par rapport à w = f (z), car f est une ap- 
plication conforme. A la frontière de l’image du domaine d'écoule- 
ment dans le plan w, autrement dit sur la coupure le long du demi-axe 
u >0, on connaît l'une de ces fonctions: il est clair du point de vue 


physique que sur la portion 2 — 3 on a n = — _—. sur 2 — 3’, 


n = +etsur 3 — let3 — 1,E — log Vx = L. On est alors amené 


au problème aux limites mixte de la théorie des fonctions harmo- 
niques : les valeurs de la fonction inconnue sont données sur une 
partie de la frontière et celles de sa conjuguée sur le reste de la fron- 
tière. : 

= Dans le cas envisagé les valeurs données sont constantes de sorte 
que le problème se résout en fonctions élémentaires. Il est clair que 
sa solution réalise une transformation conforme du plan muni d’une 
coupure de la figure 59, a sur la demi-bande de la figure 59, b (la 
règle de correspondance entre les points est indiquée sur la figure). 
Cette transformation s'obtient au bout de quelques pas, à partir 
de transformations élémentaires. Finalement 


— {Ve V w 


f'(w) Vie. (2) 


On a trouvé la vitesse d'écoulement, il est vrai, en fonction de 
la variable w = f (z) et non de z. On aurait pu porter jf’ (w) — & 
dans (2) et résoudre l'équation différentielle à variables séparables 
obtenue pour déterminer f (z). Cependant la connaissance de la dé- 
pendance w = f (z) est suffisante pour l'analyse qualitative du pro- 
blème. Ainsi, on voit avec (2) que sur la portion Z — 2 la vitesse 
décroît de V - à 0 en restant positive. Elle croît de nouveau en module 
sur les portions 2 — 3 et 2 — 3’, pas indéfiniment comme dans le 
premier schéma, mais seulement jusqu’à la valeur V+. Ensuite, 
selon la formule de Bernoulli avec l'accroissement de la vitesse la 
pression diminue tandis que la pression minimale sur le côté gauche 
de la plaque, qui est atteinte aux bords de celle-ci (et qui correspond 
à la vitesse V +), est égale à la pression (constante) sur le côté droit. 
Donc la pression du flux sur le côté gauche de la plaque est supé- 
rieure à la pression exercée sur le côté droit, d’où l'effet de traînée. 
La formule (2) avec la formule de Tchaplyguine (3) du $ 18 permettent 
de calculer la valeur de la traînée, chose que nous laisserons de côté. 
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Ainsi donc, le schéma de Kirchhoff permet de lever les deux para- 
doxes indiqués précédemment. Cela a incité (et pour cause) les mathé- 
maticiens à résoudre dans le cadre de ce schéma le problème d’écoule- 
ment avec décollement des veines pour une classe de contours aussi 
vaste que possible. La méthode ci-dessus fut d’abord appliquée au 
cas où le contour se compose d’un nombre fini de segments (L. Sédov 
151). La méthode variationnelle et la méthode d'équations intégrales 
ont également permis de résoudre ce problème pour une vaste classe 
d'arcs différentiables (voir M. A. Lavrentiev [2], ainsi que Birkhoff 
et Zarantonello [4|). 

Toutefois, le modèle de Kirchhoff présente quelques lacunes im- 
portantes même dans le cas élémentaire d’un écoulement autour d’une 
plaque plane. Par exemple, la zone de fluide mort qui, en réalité, 


Fig. 60 Fig. 61 


est de dimension finie, dans le schéma de Kirchhoff est infiniment 
grande, ce qui exige pour sa création une énergie infiniment grande. 

Nouveaux modèles. Cette situation a contribué à l'élaboration, 
au cours des derniers 20 à 30 ans, d'un grand nombre de nouveaux 
modèles traitant le même problème. Commençons par la description 
d'un modèle plus ancien proposé par Riabouchinski au début du 
siècle. Ce modèle comporte une plaque imaginaire 77 identique à 
la plaque contournée principale Z (fig. 60) et disposée parallèlement 
à une distance H en aval. Les lignes de courant y et y’ (jets) doivent 
être définies de telle manière que la pression exercée sur elles et 
par conséquent la vitesse soient constantes. Dans le cadre de ce 
schéma le problème est complètement résoluble même lorsque le 
contour baigné est une ligne polygonale. Par la méthode variation- 
nelle ainsi que par la méthode des équations intégrales on établit 
le théorème d’existence et d’unicité et on trouve une solution appro- 
chée de ce problème. 

Dans les années quarante Efros proposa un nouveau modèle dans 
lequel le filet + décollé de la plaque retourne vers la plaque et après 
l’avoir traversée s'éloigne vers — le long de l'axe de symétrie 
(fig. 61). On suppose que le long de ce filet la vitesse est constante 
11% 
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et partout dans le flux les vitesses varient continüment. Ce modèle 
fournit une distribution de pression le long de la plaque qui con- 
corde bien avec les données expérimentales; la présence d’un jet 
de retour est également observée en expérience. Le défaut du modèle 
consiste dans l'impossibilité physique d'admettre que le jet de retour 
est « aspiré » par la plaque et après la 
traversée de celle-ci il s'écoule dans 
l'espace déjà occupé par l'écoulement 
sans se mélanger à lui. 

Le défaut est levé dans le sché- 
ma suivant (M. A. Lavrentiev, 1958) 
qui fournit à peu près la même distri- 
bution de pression sur la plaque que 
celle du schéma d’Efros. On y admet 
qu'en aval de la plaque contournée 
se créent deux anneaux fluides 6 et ô’ 
limités par la plaque, l'axe de symé- 
trie, les jets y et y’ quittant les bords de 
la plaque et enfin par les lignes de courant fermées 7, et y, limitant 
les anneaux de l'intérieur (fig. 62). Les lignes inconnues y, y’, Yo: V 
se déterminent à partir des conditions suivantes: 1) sur ÿ, et 7, 
la vitesse a une valeur constante donnée, 2) sur y et y’ la vitesse 
d'écoulement dans les anneaux coïncide avec la vitesse du flux prin- 
cipal contournant la plaque complétée par les lignes y et y’. Le 
calcul d’après ce schéma est conduit suivant les méthodes évoquées 
plus haut. 


$ 22. Raccordement des écoulements tourbillonnaires 
et à potentiel 


On décrira ici encore quelques nouveaux modèles pour la réso- 
lution des problèmes classiques basés sur le raccordement des écoule- 
ments à potentiel aux écoulements tourbillonnaires. 

Ecoulement autour d’une plaque. Dans le modèle proposé ici 
l'écoulement se décompose en trois écoulements indépendants: 
1) dans le domaine D, limité par la moitié supérieure de la plaque, 
l'axe de symétrie (l’axe des x) et le jet y décollant du bord supérieur 
de la plaque, 2) dans le domaine D’ symétrique de D, par rapport à 
l’axe des x et 3) dans le domaine D, complémentaire de D, |) D; 
relativement au plan tout entier. On suppose que l'écoulement est 
potentiel dans D,, tourbillonnaire dans D, et D;, à rotation constante 
—&@ dans D,, à rotation & dans D;. Les courbes + et y’ ne sont pas 
données, il faut les choisir telles qu'elles soient lignes de courant et 
que le champ de vitesses reste continu partout en dehors de la plaque. 
La photographie de la figure 63 représente un écoulement autour d'une 


$ 22 RACCORDEMENT DES ÉCOULEMENTS 165 


plaque plane; on voit que le modèle proposé concorde bien avec 
l'expérience. 

Désignons les coordonnées du vecteur vitesse V par u et —v; 
ces fonctions satisferont alors aux systèmes d'équations différentiel- 
les suivants: 


 — dv ôu d 
dans Di = DU —+— 5x =, 
,. où dv 
dans D: Ge ou += — ©, (1) 


gu do ôu ôv 
dans D, : Ge Tan “ Fri Le — (0. 
Le schéma exposé ci-dessus conduit à un problème de raccordement 
par continuité des solutions de ces systèmes satisfaisant aux con- 
ditions de glissement mentionnées plus bas. Il est clair que le problè- 
me est symétrique: si l’on arrive à déterminer dans D, et dans la 


Fig. 63 


moitié supérieure de D, une fonction continue f = u + ivsatisfaisant 
au système (1) et telle que v = 0 sur l'axe des r, alors en posant f, — 
= U+ iv, Où (x, y) = u (x, —y), vi (x, y) = —v(z, —y), on 
obtiendra que la fonction qui est égale à f pour y > 0 et à f, pour 
y << 0 sera continue en dehors de la plaque et qu’elle vérifiera le 
système partout dans D, D, U D4. 

Ainsi donc, le problème est ramené au problème suivant: déter- 
miner une ligne y joignant l'extrémité du segment vertical 7 = 
= [0, ail au point b >0 de l'axe des x de telle façon qu'il existe 
dans le demi-plan supérieur privé du segment Z, une fonction conti- 
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nue f — u + iv, solution du système 


ou dc ôu dv 
Dee ee Grp 0 (2) 


dans D,, et analytique dans D,. De plus doivent être vérifiées les 
conditions de glissement suivantes: 1) v — 0 sur tout l’axe des x, 
2) u = 0 sur le segment 7, 3) u sin & + v cos & = Ü sur la courbe y, 
où & est l’angle d'inclinaison de la tangente à cette courbe (fig. 64). 
La vitesse étant donnée à l'infini, il faut, pour trouver la solu- 
tion, se donner encore l’une des quantités w ou b (à partir des inter- 
valles admissibles déterminés), l’au- 
tre étant à déterminer. Les calculs 
effectués sur ordinateur ont montré un 
bon recoupement avec l’expérience 
pour une certaine gamme de vitesses de 
ce modèle d'écoulement autour d'une 
plaque. 
Toutefois, la résolution mathéma- 
tique et l'analyse complète du pro- 
Fig. 64 blème se heurtent à de nombreuses dif- 
ficultés qui empêchent de mener l’étu- 
de à terme. Nous allons indiquer ces difficultés d'abord pour la 
variante la plus simple du problème qui correspond à l'absence du 
segment J. 
Problème de raccordement. Soit D le demi-plan supérieur, 
y >0; il faut déterminer un domaine D, € D dont la frontière se 


Fig. 65 


compose d’un segment donné |—a, al de l'axe des x et d'un arc 
(inconnu) y sous-tendu par ce segment, tel qu’il existe un écoule- 
ment à rotation constante —6 dans D, et à potentiel dans D, = D XD,, 
le champ de vitesses étant continu partout dans D et y une ligne de 
courant (fig. 65). On suppose de plus que l'écoulement a une vitesse 
donnée à l'infini V,, dirigée suivant l’axe des x; la valeur de la 
rotation œ@ se détermine en cours de résolution. On pourrait égale- 
ment donner V, et w en choisissant la valeur du segment [—a, a]. 

A la différence du problème d'écoulement autour d’une plaque 
ce problème est soluble pour toutes les valeurs données de la vitesse 
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à l'infini V. et pour toute rotation w. Des raisonnements dimension- 
nels entraînent que, à V. fixe et pour les w très petits, le domaine 
tourbillonnaire D, est très grand; lorsque © croît ce domaine se 
rétrécit et son diamètre tend vers zéro pour & — oo. En effet, on 
remarque que si les équations (1) sont valables pour un quelconque 
écoulement, elles le seront pour un écoulement dont les coordonnées 
: se e : k. 
spatiales sont multipliées par k,, la vitesse par k, et la rotation par D: 
8 
Le problème se ramène à l’équation intégrale au domaine d'inté- 
gration inconnu. En effet, introduisons comme auparavant au $ 19 


une fonction de courant w telle que u = & V= — LE cette fonc- 
tion doit satisfaire à l'équation 
O dans D,, 


Ap= { (3) 


On a donc à déterminer une solution telle 1) qu’elle ait des dérivées 


partielles continues partout dans D, 2) que lim ? = Vs, 3) qu'elle 


X—— 00 
prenne une valeur constante (mêmè nulle) sur l'axe des x, 4) qu’elle 
prenne la même valeur sur l’arc inconnu y. 

Une solution satisfaisant aux trois premières conditions est: 


v@=Ve+ SR [[1oe]<=E] dE en (4) 
Di 


œ dans D,. 


(& = & + in est un point variable d'intégration), D, est une partie 
arbitraire de D ; la démonstration figure dans le livre de R. Courant 
[1]. Il nous faut toutefois trouver une solution telle que D, soit de 
la forme indiquée dans l'hypothèse du problème et, de plus, que soit 
satisfaite la condition 4) d'après laquelle = 0 sur y. C’est préci- 
sément cette condition qui fournit l'équation intégrale mentionnée: 
si y = y (x) est l'équation de la courbe cherchée y, alors elle est 
de la forme 


5) 
w (z—E+{y()—nt 
1O + ] & | leur 10 (5) 
pour —a << x < a. Notons que l'intégrale intérieure par rapport à 
n se calcule aisément au moyen de fonctions élémentaires, de sorte 
qu'il est possible de remplacer l'intégration double par une inté- 
gration simple. 

On a déjà indiqué que la valeur de la rotation dans ce problème 
se détermine en cours de résolution. On déduit cette valeur à partir 
de la condition que la valeur de la vitesse de l'écoulement au point 


z = —a doit être nulle. En calculant} u — 3 par dérivation de 
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(4) sous le signe somme et en posant u (—a) — 0 on obtient tous 
calculs faits une formule qui permet de trouver & pour la solution 
y (x): 


QnV o— © ( log {1 + 10 }"} dE =0. (6) 


L'équation (5) a été résolue sur ordinateur par A. Chabat [12]; 
la photographie de la figure 63 représente les lignes de courant obte- 
nues pour a = 0,5 et la vitesse à l'infini VX — 1. Toutefois, on n’a 
encore démontré ni l'existence ni l’unicité ni la stabilité de la solu- 
tion. Bien plus, certaines variantes de ce problème possèdent plu- 
sieurs solutions mises en évidence par le calcul machine (voir plus 
loin le point sur l'écoulement dans une tranchée). 

On va présenter une variante modèle du problème où l'existence 
de la solution est évidente et l’unicité est démontrée. Dans cette 
variante on suppose que la ligne de raccordement y n’est pas finie 
et sous-tendue par le segment donné [—a, al mais infinie et déli- 
mite dans D un domaine D, de type bande (de sorte que D, est limité 
par l’axe des x et par la courbe y); on suppose donnés la vitesse 
V > du flux potentiel, la rotation et le débit N dans la bande tour- 
a ae (i.e. la différence entre les valeurs de y sur y et sur l’axe 

es x). 

Des raisonnements intuitifs nous suggèrent de chercher naturel- 
lement la solution dans la classe des fonctions 1 ne dépendant que 
de y. La résolution de ce problème est simple dans cette classe. Soit y 
la droite y — h; l'équation (3) se voit alors remplacée par une équa- 
tion différentielle ordinaire 


= { 9, y>h, 
o, 0LSy<kA. 
En supposant toujours ÿ = 0 sur y on trouve de la condition à l’in- 
fini que dans D, (i.e. pour y >h) la fonction ÿ = V + (y — h). 
2 
Dans D, (ie. pour O<y<h), on a y=— . + by+e, les 


constantes b et c se déduisant à partir des conditions de raccordement 
des Ÿ et w’ pour y = h avec la solution précédente. On trouve ainsi 


Vo(y—h) dans Ds, 
A ESP SrER (SV) k dans D.. (7) 


Il reste à trouver la quantité h: le débit N est égal à la valeur de Ÿ 


3 - 
pour y = 0, i.e. — Vsh, d'où l’on obtient l’unique valeur posi- . 
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tive 


= {t+y/1+28). (8) 


A. Chabat [12] a prouvé que toute solution ÿ de ce problème n'est 
fonction que de y, ce qui démontre l’unicité de cette solution. 

Tout ce qui vient d’être dit s’applique au cas plus général où D 
est un domaine quelconque de type demi-plan limité par une cour- 
be T, partout différentiable sauf, éventuellement, en des points 
anguleux z — —a, z — a. Ce cas se ramène au cas traité par une 
application conforme du domaine sur 
le demi-plan supérieur. Ce schéma 
plus général embrasse un nombre de 
problèmes importants pour les appli- 
cations (voir les ouvrages de M. Gold- 
chtik [14], A. Chabat [12], [13], 
P. Plotnikov [15]). 

Ecoulement autour des corps con- 
vexes. Dans le même cadre d'idées 
on construit le modèle d’écoule- Fig. 66 
ment d’un flux symétrique par rap- 
port à l’axe des x autour d’un disque ou, en général, autour d’un 
corps convexe symétrique par rapport au même axe. Ici le domaine 
d'écoulement est également divisé en trois zones dont deux sont le 
siège d’un écoulement à rotation constante + et la troisième d'un 
écoulement à potentiel. Les lignes y et y’ et la quantité w sont 
choisies à partir des conditions de glissement et de continuité du 
champ de vitesses en dehors du contour (fig. 66). La vitesse à l’in- 
fini étant connue on doit, pour la détermination univoque des solu- 
tions, donner encore les dimensions des zones tourbillonnaires en 
donnant par exemple les points a et a’ de décollement des jets du 
contour baigné. 

L'existence et l’unicité de la solution de ce problème n’ont encore 
pas été prouvées. Néanmoins la résolution numérique sur ordinateur 
pour un nombre de corps s'accorde bien avec les données expérimen- 
tales. Voici à titre d'exemple la photographie de l’une des étapes 
d'écoulement autour d'un cylindre circulaire (fig. 67) sur laquelle 
sont donnés à titre de comparaison les résultats du calcul suivant 
le schéma présenté ici, en même régime d'écoulement ; les points de 
décollement des jets duf contour du cylindre sont donnés à une distan- 
ce angulaire de 120° du point critique avant (M. Goldchtik). 

Ecoulement le long d’une tranchée. Voyons l'écoulement dans un 
lac profond à fond plan, comportant une tranchée à section carrée; 
la vitesse à l'infini est connue, elle est parallèle au fond et perpendi- 
culaire à la tranchée. Ce problème admet deux solutions classiques : 
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1) tout l'écoulement est supposé à potentiel, et 2) la solution d’après 
le schéma de Kirchhoff. 

Dans le premier schéma le potentiel complexe est déterminé par 
une application conforme f du domaine d'écoulement sur le demi- 
plan supérieur ÿ =>0 avec la normalisation f (oo) — oo, f’ (00) — 
= V.. Les lignes de courant (les antécédents des droites ÿ — const 
par l'application f) entrent dans la tranchée comme le montre la 
figure 68, a. Dans le schéma de Kirchhoff le fluide est animé d’un 
écoulement de translation à la vitesse V dans le demi-plan et se 


Fig. 67 


trouve au repos dans la tranchée (fig. 68, b). Or les expériences in- 
firment ces deux schémas dans de très vastes gammes de nombres de 
Reynolds et de valeurs V.. En particulier, la vitesse d'écoulement au 
fond de la tranchée, qui est petite dans le premier schéma et tout 
simplement nulle dans le second, est comparable avec V.. Voici le 
modèle qui s'accorde le mieux avec l’expérience dans ces gammes. 
Le fluide s'écoule dans deux zones: dans la première, qui est limitée 
par les intervalles (—oo, —a) et (a, ) de l’axe des x et par une li- 
gne y joignant les extrémités de ces intervalles, l'écoulement est à 
potentiel; dans la seconde, qui est limitée par y et par trois côtés 
du carré, l'écoulement est à rotation constante —w. Pour V, donnée, 
on doit choisir la ligne y et la rotation w telles que le champ de vites- 
ses soit continu dans tout le domaine d'écoulement. 

Ceci est un cas particulier du problème de raccordement, où la 
ligne T est une ligne polygonale composée des segments (—oo, —a), 
(a, æ) et de trois côtés du carré. Par une application conforme du 
domaine D, limité par la ligne polygonale T et se trouvant au-des- 
sus d'elle, sur le demi-plan supérieur (cette application peut être 
exprimée par une intégrale) on ramène le problème à la résolution 
d’une équation intégrale (5). Ce problème a été résolu sur ordinateur 
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par M. Goldchtik et sa solution (fig. 68, c) s'accorde bien avec les 
résultats expérimentaux. 

Goldchtik a également calculé les variantes de ce problème dans 
lesquelles la tranchée avait la forme d’un rectangle de base 2a et de 
hauteur b. Il est intéressant que dans le cas d’une tranchée de faible 
profondeur, telle que a/b = 2,5, les calculatrices ont donné les deux 
solutions représentées sur les figures 69, a et b (on n'a tracé que les 


Fig. 68 


moitiés gauches de l'écoulement pour raison de symétrie). Ces solu- 
tions diffèrent par le nombre de points critiques où la vitesse s’an- 
nule: la première solution en comporte trois, la seconde deux. Il 
se peut qu'il existe également plusieurs solutions différant par le 
nombre de points critiques pour des tranchées profondes, dont la 
profondeur b est environ deux fois plus grande que sa largeur 20. 
Un bon accord avec l’expérience est observé pour la solution où le 
fluide s'écoule dans trois zones de telle sorte que dans la première 
zone, au-dessus de la tranchée, l'écoulement soit à potentiel, et dans 
les deux autres, situées dans la tranchée l’une au-dessus de l’autre, 
l'écoulement soit à rotation constante: —w dans la zone supérieure 
et w dans la zone inférieure. La figure 70 représente les photographies 
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réalisées par A. Bouzoukov à l’Institut d'hydrodynamique de la 
Section Sibérienne de l’Académie des sciences de l'U.R.S.S.; on 
y voit clairement les zones à écoulements des différents types. 

J1 semble intéressant de mener à bon terme l'analyse mathéma- 
tique du problème de raccordement et, en particulier, d’élucider la 
question du nombre de ses solutions dans les diverses variantes. 

Remarque finale. On a exposé certains nouveaux schémas de ré- 
solution des problèmes d'hydrodynamique. Mème s'ils donnent la 


meilleure approximation des faits réels ils ne sont que des schémas 
et leur application aux problèmes pratiques nécessite certains correc- 
tifs. Les principaux correctifs portent sur la viscosité qui est négligée 
dans ces schémas, comme d’ailleurs dans la plupart des schémas 
traitant de problèmes concrets de l'hydrodynamique. 

J1 faut toutefois noter que ces nouveaux schémas sont nettement 
mieux adaplés à la prise en considération de la viscosité que les 
schémas classiques. En effet, dans les problèmes réels du type con- 
sidéré la viscosité conditionne la formation de zones de turbulence 
relativement étroites au voisinage du lieu de raccordement des écou- 
Jements de nature différente. Aussi les modifications à apporter à la 
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solution doivent être liées uniquement à la présence de zones de 
turbulence au voisinage des lignes connues. Dans les schémas clas- 
siques il est pratiquement très difficile de tenir compte de la visco- 
sité dans la résolution de ces problèmes. 

D'une façon générale, les méthodes qui font appel au raccorde- 
ment de régimes différents dans des zones différentes et qui ne tien- 
nent compte des facteurs physiques que sur des portions relative- 
ment petites suscitent un intérêt grandissant ces dernières années. 
Ces méthodes seront donc probablement développées à l'avenir. 

Nous terminons ce chapitre par un parallèle entre le dernier 
problème d'écoulement dans une tranchée profonde et le problème 
réel d'enterrement des déchets radio-actifs dans des fosses profondes 
au fond de l'océan. On a vu précédemment que le calcul effectué 
d’après le schéma potentiel conduisait à des vitesses tellement peti- 
tes au fond de la tranchée que l'énergie d'écoulement était incapable 
d'entraîner ces déchets; les calculs réalisés d'après le schéma de 
Kirchhoff donnent une vitesse nulle au fond. D’après ces schémas 
classiques il n’y a pratiquement aucun danger à enfouir des déchets 
radio-actifs au fond des océans. 

Voyons à présent la solution de ce problème dans le cadre du 
nouveau schéma compte tenu des correctifs mentionnés. D'après 
ce schéma, les vitesses d'écoulement au fond de la tranchée sont 
comparables avec la vitesse de l'écoulement principal, de sorte que 
les déchets sont entraînés dans l’écoulement tourbillonnaire dans la 
zone inférieure. D'après le schéma, les trajectoires de cet écoulement 
sont des courbes fermées situées au-dessous de la ligne de séparation 
inférieure, si bien que théoriquement les déchets se déplacent toujours 
dans cette zone. Or, la correction due à la viscosité donne lieu à une 
couche turbulente autour de la ligne de séparation, qui entraîne les 
déchets dans la seconde zone tourbillonnaire où les vitesses d'écou- 
lement sont de nouveau élevées. De cette zone via la seconde couche 
turbulente ils gagnent l'écoulement principal. Conclusion, confir- 
mée par la pratique: ce mode de décharge des déchets radio-actifs 
est inadmissible! 
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CHAPITRE VI 


PROBLÈMES SPATIAUX 


L'une des branches les moins élaborées de l’hydroaérodynamique 
est la théorie des écoulements autour des corps tridimensionnels. 
Très peu de choses ont notamment été faites pour les problèmes dans 
lesquels la frontière du domaine d'écoulement est partiellement ou 
complètement inconnue. Ceci est dû à la faiblesse des méthodes mathé- 
matiques de résolution de ces problèmes en général et à l'absence 
d'un analogue spatial de la méthode de l'hodographe en particu- 
lier. 

Ce chapitre sera consacré essentiellement à l'étude des problèmes 
qui sous tel ou tel aspect sont voisins des problèmes plans; pour les 
résoudre on fera appel aux méthodes développées aux chapitres 
précédents pour les problèmes plans. Les autres méthodes de résolu- 
tion des problèmes spatiaux ne sont pas mentionnées ici; le lecteur 
intéressé pourra les trouver, par exemple, dans l'aperçu [8]. On 
commencera par une classe d’écoulements spatiaux faciles à étudier 
car pour les décrire on peut comme dans le cas plan se limiter à deux 
fonctions de deux variables réelles. 


$ 23. Ecoulements à symétrie axiale 


Au chapitre I on a vu que les équations reliant le potentiel œ et 
la fonction de courant ÿ pour les écoulements stationnaires à symé- 
trie axiale d’un fluide parfait incompressible en l'absence de sources 
et de puits, sont de la forme 


HN, 10 + (1) 


où zx est la coordonnée suivant l'axe de symétrie, r la distance à cet 
axe. On va montrer ici comment les solutions des problèmes hydro- 
dynamiques déjà considérés dans le plan se généralisent à ce genre 
d’écoulements. 

Généralités. Pour toute fonction harmonique de trois variables 
(i.e. une fonction satisfaisant à l'équation de Laplace Ag — 
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= +7 +2 — 0) ne dépendant que de x et de r = Wy° + À 
on peut trouver une fonction #, sa conjuguée, telle que æ et y satis- 
fassent ensemble au système (1). C'est la conséquence du fait que 
l'équation de Laplace en coordonnées cylindriques zx, r, 6 pour 
les fonctions indépendantes de l'angle @ s'écrit sous la forme 


ô ôp Q ôp 

Cata)te(r)e0 @) 

de sorte que pour toute solution @ de cette équation l'expression 

A dx + B dr, où À = — re etB=r #, satisfait à la condition 

de la différentielle totale 24 =} Notons, toutefois, qu'à la diffé- 

rence du cas plan la jonétion v n'est plus harmonique mais vérifie 
l'équation 

à 4 dv 14 dŸ 
(LH) (+ 7 )= 0. (3) 


L’unique fonction harmonique ne dépendant que de r est q = 
= a log r + b et celle ne dépendant que de z, la fonction linéaire 
p = ax + b (a et b sont des constantes). Viennent ensuite, dans 
l'ordre de complexité, les polynômes harmoniques de tout degré. 
Les conjuguées de ces fonctions @ sont les analogues des puissances 
(x + iy)" de la variable complexe, c’est-à-dire des fonctions vecto- 
rielles élémentaires vérifiant le système (1). Ecrivons les cinq pre- 
mières « puissances » (sans compter le cas trivial Z° = 1): 


Z'=logr—ix, Z°—9r+ir, 23 — 7 — 9? — Jirtz, 
= 4x (3r° — 2x?) — Bir° (4° — 1°), (4) 
Z5 = 3r° — 24r°x? + 8x? + 4irr° (4x? — 31°) 
(les indices supérieurs indiquent la puissance de 1 ou puissance maxi- 
male du polynôme). Dans les traités d'équations aux dérivées par- 


tielles on démontre que toute solution du système (1) peut être pré- 


sentée (dans un voisinage d'un point quelconque) sous la forme d’une 
série 


f(2) = 5 aZ”, (5) 


où Z —zx+ir, Z* sont des « puissances » (4) et «x des constan- 
tes réelles. 

Outre ces solutions élémentaires qui correspondent aux puissances 
positives de la variable complexe z on peut encore écrire des solu- 
tions régulières à l'infini qui correspondent aux puissances négati- 
ves. La plus simple des solutions de l'équation (2) est la fonction 


12-0622 
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= _ où R — Ve Hp T+A= Vzr + ri, sa conjuguée étant 
la fonction ÿ — +. Les autres « puissances négatives » s'obtiennent 
par la dérivation de ces dernières par rapport à x. Ce qui donne: 
5 1+ixz o  —z+irà 
Pier, Pia —, 
-n_ ôR 
…., Z= (++: 7)... (6) 


ôx" 
Toute solution du système (1) régulière à l'infini est développable 
au voisinage de l'infini en une série de ces « puissances ». 
Les composantes du vecteur vitesse de l'écoulement à symétrie 
axiale sur les axes x et r s'expriment au moyen de la fonction poten- 
tielle @ par les formules 


ôp 9 ” 
Vans Ver, (7) 


et l’on voit avec (1) que les lignes vectorielles du champ de vitesses 
coïncident avec les lignes ÿ (x, y) — const, de sorte que ÿ est fonction 
de courant comme dans le cas plan. Il suit des mêmes équations (1) 
que les lignes @ = const et ÿ = const sont orthogonales entre elles, 
toutefois l’application f — q + ip n’est pas conforme car transfor- 
mant des carrés infinitésimaux en des rectangles. 

Les applications en question constituent donc la classe des ap- 
plications quasi conformes. Le système (1) est un cas particulier du 
système (15) du $ 7 (chapitre II) pour lequel les coefficients a = 
= c=ret b = d = 0 (les notations x, y adoptées au chapitre II 
pour -les variables indépendantes sont remplacées ici par et r et 
les notations u,.v pour les fonctions par œ et Ÿ). Le coefficient À = 
= ac — +) dont la positivité détermine l’ellipticité du! systè- 
me, est égal ici à r°, si bien que le système (1) est fortement ellipti- 
que uniquement dans les domaines non adjacents à l’axe de révolu- 
tion r = 0; sur celui-ci le système dégénère. 

Des formules (18), $ 7 il découle que les différentielles des solu- 
tions du système (1) transforment les cercles (x — x0)° PE —r) = 
const du plan x + iren les ellipses r, (g — po)® + — + — Yo) = 
= const du plan p + iÿ, où @o — @ (Zo, ro), Vo = Ÿ “ces ro). Lors- 
que le point x, + ir, s'approche de l’axe de révolution le rapport 
des axes de ces ellipses croît indéfiniment. Cette violation de la 
quasi-conformité est un indice géométrique de la dégénération du 
type de système (1) sur l’axe de révolution. Dans les domaines dont 
l'adhérence ne coupe pas l’axe de révolution, les applications f — 
= p—+ àp satisfaisant au système (1) ou, comme on les appellera 
encore, les applications quasi conformes selon le système (1), sont 
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douées des principales propriétés des applications conformes. Pour 
cette raison les solutions des problèmes à symétrie axiale diffèrent 
peu en général des solutions des problèmes plans associés. 

Méthode des sources. Les solutions (6) ont une signification physi- 
que simple. En calculant le vecteur vitesse d'écoulement à l’aide des 
formules (7) on trouve que pour le potentiel complexe f = Z-! ce 
vecteur est égal à 


Vi+iV, = mn (8) 


Tous les vecteurs du champ sont dirigés vers l’origine des coordonnées, 
quant à leurs modules ils diminuent en raison inverse du carré de 
la distance R à l’origine, donc c’est le champ d’une source ponctuelle 
placée à l’origine (plus précisément d'un puits). 

En plaçant deux sources d'intensités +q aux points +a de l’axe 
des x on obtient un écoulement axisymétrique à potentiel complexe 


= 1+i(z+a) = 1+1i(z—a) 
LOTS Ven ® 


La formation limite qui résulte de la fusion de ces sources à débit 
croissant (a — 0, g —+ oo de sorte que 2ag —+ L), est dite dipôle ponc- 
tuel de moment orienté dans le sens de l’axe des z. On voit avec (9) 
que le potentiel complexe du champ de ce dipôle est 
= 2 
J(Z)= nu 22. (10) 

Les autres « puissances négatives » Z-* sont traitées de façon analogue 
comme des potentiels complexes de champs de multipôles obtenus 
par fusion de dipôles (quadripôles), de quadripôles, etc. 

En combinant les solutions élémentaires du système (1) on 
arrive à obtenir des exemples d'écoulements axisymétriques. Soit, 
par exemple, un écoulement à potentiel complexe 


f() = af — uZ*, (11) 


Z° et Z-? étant déterminés par les formules (4) et (6), « et u des cons- 
tantes positives. La fonction de courant de cet écoulement 


r2 
Lane 3 


É 
s’annule sur l'axe r — 0 et sur le cercle R — VS = R;. Par con- 


séquent cet écoulement se produit autour d’une sphère de rayon R,, 
centrée à l’origine, de telle sorte que l’axe des x est en même temps 
ligne de courant et axe de symétrie de l'écoulement. Sur la figure 71 
sont représentées les lignes de courant ÿ = const de cet écoulement 
dans tout plan méridien. La vitesse à l'infini V. est visiblement 
égale à 2. 


12* 
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Si l'on remplace le dipôle ponctuel de cet exemple par un systè- 
me de sources d’intensités + g situées aux points +a de l'axe des x, 
on obtient l'écoulement à potentiel complexe 


f(2)= 2j, (2), 


où f, est définie par la formule (9). La ligne de courant y = 0 se 
décompose en l’axe des x et en une courbe de forme ovale entourant 
les points Z = +a. L'’écoulement contourne la surface étirée le 


r 


Fig. 71 


long de son axe de révolution x, à la vitesse V, à l'infini, orientée 
dans le sens de cet axe. Sur la figure 72 sont représentées les lignes 
de courant dans toute section méridienne. | 
L'exemple se prête à la généralisation si l’on admet que les sour- 
ces sont distribuées sur un ensemble quelconque E de l'axe des x 


T 


Fig. 72 


(borné ne serait-ce qu’à gauche) à densité de distribution d'intensi- 
tés variable. Le potentiel complexe d’un tel écoulement est donné 
par la formule 


_ Ve gp 1+1 (8) 
fD= 7 [:® EE (42) 


et la fonction de courant par 


Ve pp (_(&=b3® ; 13 
RENTE) ve LE 
Une condition nécessaire et suffisante pour que Ÿ (x, 0) = 0 sur 
les portions de l’axe des x extérieures au corps contourné est que le 


$ 23] ÉCOULEMENTS À SYMÉTRIE AXIALE 181 


débit global des sources soit nul: 


[ a (&) 0. (14) 
E 


Si cette condition est réalisée, l'équation w (x, r) = 0, où w est 
définie par la formule (13), se décompose en r = 0 et en l'équation 
du profil du corps de révolution contourné. Il est évident que ce 
corps contient l’ensemble E. 

On peut inverser le problème: se donner la forme du profil du 
corps de révolution et chercher une distribution des sources sur l'axe 
de révolution telle que l'écoulement engendré par ces sources con- 
tourne le corps donné. Pour résoudre ce problème il faut se servir de 
la formule (13). Cette fois il faut admettre que la fonction r = r (x) 
est connue (l'équation du profil du corps contourné), alors 1 (x, r) = 
= 0 avec la condition (14) sera l'équation intégrale par rapport à 
la densité inconnue de distribution des sources g (£). 

Problèmes d'écoulement. L'un des problèmes à symétrie axiale 
qui se rencontre le plus souvent est le problème d'écoulement dans 
un tube dont la méridienne est une bande D limitée par l'axe des z 
et par une courbe là asymptote parallèle à cet axe. Sur l’axe des x, 
tout comme sur }', la fonction W doit prendre des valeurs constantes, 
de sorte que le problème se ramène à la détermination d'une appli- 
cation quasi conforme f selon le système (1) de la bande D sur une 
bande rectiligne {0 << h} avec la correspondance entre les 
points f (Ho) = +oo. 

Pour expliquer le sens de la quantité k calculons le flux de vecteur 
vitesse à travers toute section S du tube (tous ces flux sont identi- 
ques), par exemple à travers la section x = x,. Compte tenu de ce que 
la composante normale de la vitesse est V, = V, — Dpt avhe 


lément de surface de section dS = r dr d8,ona 


ma [{vsas= as) trans (P(xos ro)— (0, ro)}. 
S 0 0 


On voit que la largeur de la bande hk dans le plan du potentiel 
complexe s'exprime en fonction du débit N d’après la formule 


N 
h=e (15) 


De même, le problème d'écoulement à symétrie axiale en dehors 
du corps de révolution (il va de soi que l’axe du corps doit se con- 
fondre avec l'axe de symétrie de l'écoulement) se ramène à la déter- 
mination d’une application quasi conforme, à partir du système (4), 
sur le demi-plan {ÿ >0} du domaine composé du demi-plan {r >0} 
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privé de la méridienne du corps. Les points à l'infini doivent alors 
se correspondre et l'on doit donner la valeur de la vitesse à l'infini. 

Quoique présentant une singularité sur l’axe de révolution r = O, 
le système (1) est justiciable du théorème de Riemann d'existence 
et d’unicité des applications. Pour le démontrer on peut recourir 
aux principes variationnels qui, nous l'avons indiqué au chapi- 
tre III sont valables pour les applications quasi conformes. (Il est 
à noter que dans les problèmes considérés on ne peut varier la fron- 
tière que pour les valeurs r Efro, r1l, où ro >>0, ri << ©, or le 
système (1) est fortement elliptique pour ces r.) 

De façon analogue et même avec des simplifications apportées 
par la non-utilisation de la dégénération du système ({), on démon- 
tre l'existence et l’unicité de l'écoulement dans le domaine spatial 
intercepté par deux surfaces de révolution coaxiales et dont la 
méridienne est une bande limitée par des courbes F, et l. 

Tubes étroits. Pour les calculs grossiers et la résolution approchée 
de nombreux problèmes d'hydrodynamique il y a grand profit à 
utiliser les expressions approchées de la vitesse d'écoulement dans 
les tubes étroits et dans les couches étroites entre les surfaces de 
révolution coaxiales. Ces expressions s’obtiennent à peu près de la 
mème façon que dans le cas plan. On va traiter le cas des écoulements 
dans les tubes. 

Donnons-nous une petite valeur de hk et considérons des tubes tels 
que dans l'équation de la frontière de la méridienne l': r = r (x) 
les r et r” soient des petits d'ordre h et r’ un petit d'ordre supérieur. 
On démontre comme dans le cas des applications conformes que 
l'influence de la variation de la frontière du domaine sur l’applica- 
tion quasi conforme, selon le système (1), diminue rapidement 
à mesure qu'on s'éloigne du lieu de la variation !). Il en découle 
que la formule qu'on se propose d'obtenir est locale et pour la dé- 
duire on peut en conséquence se limiter à quelques termes du dévelop- 
pement taylorien de la frontière du domaine et à quelques termes 
du développement (5) de l'application du paragraphe précédent. 

Sans restreindre la généralité on peut admettre que le point où 
l'on veut déterminer la vitesse, est le point Z, = ir,. Dans son voi- 
sinage l'équation de l'est de la forme 


rÆ rtr'a+ z?, (16) 


les dérivées y étant prises au point x, — 0. Comme pour r —=0 on 
doit avoir ÿ = 0, alors dans (5) on doit avoir &, = &, = 0; dans 
l'approximation adoptée on se limite à trois termes non nuls de ce 


1) On suppose alors que la variation se produit au voisinage du point Z, = 
= Zo+ iro OÙ ro # 0. 
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développement : 
1(2) & ao2? + a323 + axZf. (17) 


En y séparant les parties imaginaires, compte tenu des expres- 
sions (4) pour Z*, on trouve la formule approchée de la fonction de 
courant: 


p(Z)& r {ose — 2a3r — 3 (4r° — r°)}. 


Sur la courbe F', cette fonction doit prendre la valeur constante k, 
ce qui nous autorise à y porter l'expression (16) et à égaler les résul- 
tats à k. On trouve: 

r'h 
42r8 « 


h r' à 
Mer, = rh, = 


En portant ces coefficients dans (17) et en séparant les parties 
réelles on obtient une expression approchée pour @ d’où eu égard à 


y TE Læ 

v=V (2),+ ôr x=0 

on déduit l'expression cherchée de la vitesse: 
oh fa LL 


Notons que le terme principal de la formule correspond au cas 
d'un écoulement de translation dans un cylindre rond à la vitesse 
V — # ; le débit est ici égal à F ar? — 2nh conformément à la 
formule (15). 

On obtient de manière analogue la formule de la vitesse d'écoule- 
ment dans les couches étroites entre deux surfaces de révolution 
coaxiales. 

La formule (18) permet également de résoudre certains problè- 
mes à frontière libre se rapportant au cas de la symétrie axiale. En 
voici un lié aux ondes capillaires. On sait (voir par exemple Lamb 
[1}) que la force de tension superficielle agissant sur une surface 
libre est proportionnelle à la courbure moyenne de celle-ci. Dans le 
cas d’un tube étroit satisfaisant aux conditions d'où l’on a déduit 
la formule (18), les courbures maximale et minimale des sections 


à : s 1 Sue 
planes sont respectivement égales à — et r, si bien que la courbure 


moyenne est proche de F . En se servant de la formule de Bernoul- 
li, on obtient l'équation différentielle suivante pour la section méri- 
dienne de la surface du tube 


+ (1+rr)= te (19) 


184 PROBLÈMES SPATIAUX (CH. vi 


(4 et c étant des constantes). Elle ne diffère de l'équation (13), $ 20 
(chapitre V) pour les ondes planes dans un fluide pesant que par des 
termes d'ordre supérieur, de sorte qu'il est possible d'effectuer la 
même analyse des ondes capillaires que celle du chapitre V des ondes 
planes. 


$ 24. Ecoulements spatiaux 


Difficultés du cas spatial. Le principal outillage mathématique 
de la résolution des problèmes plans et des problèmes à symétrie 
axiale est la théorie des applications conformes et quasi conformes. 
Malheureusement dans l’espace, les applications conformes consti- 
tuent une classe très restreinte (conformément au théorème classique 
de Liouville elles se ramènent à des translations, des similitudes et des 
inversions par rapport aux sphères), quant aux applications quasi 
conformes, elles sont suffisamment nombreuses mais relativement 
peu étudiées. 

On va se borner aux écoulements stationnaires d’un fluide parfait 
incompressible. Si de plus l'on suppose comme auparavant que 
l'écoulement est irrotationnel et sans sources dans le domaine d’écou- 
lement, il existe alors, comme précédemment, un potentiel des vites- 
ses p, fonction harmonique de trois variables: 


62 2, 2, 
V=gradqg, Ap= +R +R = 0e (1) 


Les fonctions harmoniques dans l’espace sont bien étudiées, elles 
possèdent de nombreuses propriétés analogues à celles des fonctions 
harmoniques de deux variables. Mais dans l'espace il n'existe pas de 
notion de fonctions harmoniques conjuguées, liant le potentiel avec 
la fonction de courant comme sur le plan. En plus du potentiel des 
vitesses o (x, y, z) la connaissance de deux fonctions wj (x, y, 2) 
et w, (x, y, z) harmoniques ou vérifiant d’autres équations simples 
telles que les surfaces de niveau Ÿÿ, = c,, ÿ: = €, Se coupent suivant 
les lignes de courant de l'écoulement, les trois familles de surfaces 
p—C, Ÿ1 = Cu, Ÿo = C2 étant deux à deux orthogonales, aurait 
bien fait notre affaire. Malheureusement il est impossible de cons- 
truire de telles fonctions de courant dans le cas général. 

Pour cette raison il n'est pas permis par analogie avec le cas 
plan de ramener les problèmes d'écoulement à l’application du do- 
maine d'écoulement sur un domaine de l’eespace de potentiel » 
(®; Ÿ1s Ÿ2). Force est donc de formuler la condition de glissement 
à l’aide d’une seule fonction y: cette condition se traduit par l’ortho- 
gonalité du vecteur grad q à la normale n à la surface baignée : 


(grad p, n°)= Te =0, (2) 
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s Le ô PR 
où n° est le vecteur unité de la normale, la dérivée dans le sens 


de la normale. Si le domaine d'écoulement contient le point à l’in- 
fini, on exige encore l'existence de la limite de grad œ lorsque z° + 
+ y + 27 —+ oo — c'est-à-dire la vitesse à l'infini Ve — en sup- 
posant connu ce vecteur. 

On démontre en théorie des équations aux dérivées partielles 
que pour les domaines D de frontière suffisamment régulière, il 
existe toujours une fonction œ déterminée à une constante réelle près, 
harmonique dans D et satisfaisant à la condition aux limites (2) 
et à la condition à l'infini formulée ci-dessus, si le domaine D contient 
un point à l'infini). Dans certains problèmes l'infini peut être 
situé non pas à l’intérieur mais à la frontière du domaine d’écoule- 
ment, ce qui complique quelque peu la donnée des conditions à l’in- 
fini ; il en sera question plus loin. 

Il n’y a que très peu de problèmes spatiaux qui se laissent résou- 
dre complètement en fonctions élémentaires ou spéciales. C’est pour- 
quoi les méthodes classiques n’apportent pratiquement rien à la réso- 
lution de ces problèmes, de sorte que l’hydrodynamique spatiale est 
encore très peu élaborée. Par ailleurs, ce domaine promet des progrès 
remarquables s’il est fait un large usage d'un côté des ordinateurs, 
de l’autre, de nouvelles méthodes basées sur l'étude locale des phé- 
nomènes dans des zones isolées et sur le raccordement des solutions 
ainsi obtenues dans les zones voisines. 

Solutions élémentaires. Signalons quelques solutions simples de 
l'équation de Laplace (1) susceptibles d’être utilisées pour l’appro- 
ximation locale des solutions arbitraires. Nous avons en premier 
lieu les polynômes harmoniques: toute constante, toute fonction 
linéaire ax + by + cz, les polynômes du second degré, combinai- 
sons linéaires à coefficients quelconques des fonctions 


ZYs Yz, 2x, ax° + by? — (a + b) À, 


les polynômes du troisième degré, combinaisons linéaires à coeffi- 
cients quelconques des fonctions 


zyz, à (ax? + by® — (3a + b) 5°) 


et des deux autres fonctions obtenues de la dernière par la sub- 
stitution circulaire de x, y et z, etc. 

Dans un domaine quelconque borné D de complémentaire con- 
nexe on peut approcher avec toute la précision voulue toute fonc- 
tion œ harmonique au voisinage de D par des combinaisons linéaires 
de polynômes harmoniques (théorème de Runge). ° 


1) On appelle problème de Neumann le problème qui consiste à déterminer 
une fonction harmonique dans un domaine d'après la dérivée normale donnée 
à la frontière de celui-ci. 
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Outre les polynômes harmoniques qui présentent (sauf la cons- 
tante) une singularité à l'infini on a un grand nombre de fonctions 
régulières à l'infini: il s’agit de la fonction 


q 

POS RES Veau nent (à) 

‘où g est une constante et da la distance d'un point fixe arbitraire 
= (a, b, c) au point P = (x, y, z), et de toutes ses dérivées 

ah hat hap id " 

PATENT (is Ro, Es 2 0). 

La fonction (3) a une signification physique simple: c'est le 
potentiel d'une source ponctuelle disposée au point À = (a, b, c). 
En vertu de l’harmonicité de ç le flux de vecteur vitesse V = grad 
prend la même valeur à travers toute surface fermée comprenant le 
point À (théorème d'Ostrogradsky). En calculant ce flux à travers la 
sphère S = {R4p = r,} centrée en À on obtient 


IE SE dS=— (5 ds = —-FATRE= — Ang, 
ë 
de sorte que la quantité g caractérise le débit de la source. 
La formation limite résultant de la fusion de la source et du 
puits des débits +g situés aux points À et À’, lorsque À’ —+ À sui- 
vant une droite de direction 1 = (cos &, cos B, cos y), et gra — pi, 


st appelée dipôle d’axe 1 et de moment u; le potentiel du dipôle 
est e à 


HT (+ )= p (cosa cos + cos +) += co è . & 


Où À = Rp, et 60 est l'angle entre les vecteurs R = AP et l'axe 
du dipôle 1. Les dérivées supérieures de la fonction (3) s'interprètent 
de façon analogue. 

Considérons à présent des exemples de combinaisons de ces solu- 
tions élémentaires. 

Méthode des sources. Au paragraphe précédent on a étudié l'écoule- 
ment à symétrie axiale que l’on obtient en introduisant dans le flux 
de translation dans le sens de l'axe des x des sources situées sur cet 
axe. Si les sources sont situées en dehors de l’axe du flux de transla- 
tion, l'écoulement ne sera plus à symétrie axiale. 

Introduisons, par exemple, dans un flux de translation, de vites- 
se V+ dirigée dans le sens de l’axe des x, deux sources de débit iden- 
tique q, en les disposant perpendiculairement à cet axe aux points 
+a de l'axe des z; nous obtenons l'écoulement à potentiel 


1 1 
= © y" RE | 5 
on + st ® 
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Les coordonnées du vecteur vitesse sont égales aux dérivées partiel- 
les respectives de la fonction æ, on a donc 


Vr=Vo—qx (+) , 


Visa (+). (6) 


où Ris = Va + y + (z & a)° sont les distances du point (x, y, z) 
aux sources. Pour z = 0, on a V,= 0, ce qui signifie que le flux 
considéré s'écoule sur le plan (x, y). Dans ce dernier on obtient le 
champ de vecteurs: 

Ee es 2qz pe 29y - 
Pin (r?+a)$/2 ? me (r+a3)*/2 ? % 

qui n’est (comme un champ plan) ni potentiel ni solénoïdal. 
Construisons encore une famille de surfaces engendrées par les 
lignes de courant de cet écoulement et dépendant d’un paramètre h. 


Fig. 73 


Ces surfaces z = z (x, y) doivent satisfaire à l'équation aux dérivées 
partielles du premier ordre 


Ve +V, Em, (8) 


dont les coefficients sont définis par les formules (6). On va consi- 
dérer la solution du problème asymptotique de Cauchy pour cette 
équation: z—+ k lorsque z — —o0, où À, 0 << h<< a, est une cons- 
tante. 

On démontre que cette solution définit une surface z = z (x, y) 
qui présente un seul maximum sur l'axe des x, au voisinage de l'ori- 
gine des coordonnées (la valeur de ce maximum dépend de g) et qui 


tend asymptotiquement vers le plan z = h lorsque r = Y x° + y + 
—+ 00, Zz — h étant de l'ordre de Le (fig. 73). Ces assertions se basent 
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sur le fait que l'influence des sources n’est appréciable qu'au voisinage 
de l’origine des coordonnées; à mesure que l’on s'éloigne à l'infini 


leur influence s'amortit à la vitesse de + et c’est un écoulement de 


translation qui devient prédominant. On a construit un écoulement 
autour d’une couche spatiale {0 << z< z(x, y)} dont la vitesse à 
l'infini V. est dirigée suivant l'axe des x. 

Cet exemple peut être généralisé à une famille de couples, dis- 
posés au-dessus d’un disque EË* + n°? << r? aux points (£, n, Ha (E, n)). 
Si l’on fait varier la fonction a (£, n) et la densité de distribution 
de débit de source q (E, n), la formule 


qe v, M=Vert [| (6, 
Erni<r 
1 
+7 =) se ca 
fournit le potentiel de l'écoulement autour d'une couche spatiale 


{0<z<z(zx, y)}, où z = z(x, y) est une surface appartenant 
à une assez vaste classe. 


1 


n) Ve 


$ 25. Problèmes modèles 


Nous allons nous pencher sur quelques questions qui sans être 
liées directement à des problèmes concrets ne traitent pas moins 
de situations proches de celles qu’on rencontre dans les problèmes 
spatiaux d'hydrodynamique. 

Principes variationnels. Le principe variationnel pour l’écoule- 
ment dans les couches, tel qu'il a été posé dans le cas d’un plan (cf. 
$ 12, chapitre III), est mis en défaut dans le cas spatial. En effet, 
soit un écoulement de translation dans une couche comprise entre 
deux plans horizontaux. Il est évident que si l’on introduit dans le 
flux un couteau fin dont le plan de la lame suit l'écoulement, aucune 
perturbation ne se produira et toutes les lignes de courant et les vites- 
ses restent invariables. Il est clair que ce principe n’est pas valable 
non plus dans le cas où les déformations des frontières ont lieu dans 
la classe des surfaces différentiables. Soit par exemple dans la même 
couche un bombement du plan inférieur en forme de monticule étroit 
différentiable, aplati dans le sens du flux de translation et symé- 
trique par rapport au plan orienté suivant l'écoulement (fig. 74, a). 
Comme dans le problème plan, les lignes de courant dans le plan de 
symétrie s’élèveront et les vitesses augmenteront au-dessus du som- 
met du monticule. Mais certaines lignes de courant s’écarteront 
tout simplement en contournant le monticule par les côtés, de sorte 
qe les vitesses n’augmentent pas forcément partout sur le second 
plan. 
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C'est là que réside la différence fondamentale entre le cas spatial 
et le cas plan, lequel est représenté dans notre cas par un pli infini 
du plan inférieur, i.e. une surface cylindrique dont les génératrices 
sont perpendiculaires à l'écoulement (fig. 74, b). Toutes les lignes 
de courant doivent monter pour franchir l'étroit passage au-dessus 
du pli, et la vitesse sur le second plan augmente partout. 

Mathématiquement, l’inapplicabilité du principe variationnel 
aux problèmes spatiaux s'explique par le fait que les surfaces que 
forment ici les lignes de courant, ne sont pas en général des surfaces 
de niveau de fonctions harmoniques. S'agissant des surfaces de niveau 
de fonctions harmoniques, le principe variationnel reste valable sous 
la forme suivante. Soit D un domaine de type couche spatiale limité 
par les surfaces l,: z = z, (x, y) et l': z = z (x, y), où z, et z sont 


Fig. 74 


des fonctions différentiables définies dans tout le plan et telles que 
partout z0 (x, y) < 2 (x, y). Par D on désigne un domaine analogue 
limité par les surfaces To: z = 29 (x, y)et T':z — 72 z(z, yet par u 
et u des fonctions harmoniques respectivement dans D et dans D, con- 
tinues dans l'adhérence de ces domaines et telles qu'elles prennent 
la valeur 0 sur l, et 1 sur l'et É. Par Te et fr,où0<t<1,0on 
note respectivement les surfaces de niveau u (x, y, z) —t et 
U (x, y, 2)=t. 
Dans ces notations est valable le (cf. M. A. Lavrentiev [6]). 


Principe variationnel. Si le domaine D est contenu 
dans D: 


1) toutes les surfaces T, sont situées au-dessous de T,,0<t<1, 
2) en tous les points de T', la dérivée dans le sens de la normale 


: ou ôu 
intérieure mn? n° 
3 À ‘: : CR LP du 
) aux points communs (s'ils existent) de T et T on a Et — << — Ta 


L'osculation entre T, et T, pour 0 <t < 1 ainsi que le signe d'égalité 
ne sont possibles que dans le cas où D et D sont confondus. 


Restreignons la classe des domaines considérés D en supposant 
premièrement que par chaque point de leurs frontières on puisse 
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tracer deux sphères osculatrices de rayon fixe _ dont l’une est 
située dans D et l’autre en dehors de D et, deuxièmement, que les 
segments de normales en tout point de frontières de D, qui sont 
compris dans D, sont supérieurs à W et inférieurs à NW’, où N >0 
et N'< o, sont des constantes fixes. En se servant du principe 
variationnel et en estimant des fonctions harmoniques élémentaires 
on peut étendre le principe d'amortissement des variations locales 
aux domaines de cette classe sous la forme suivante. 

Supposons que le domaine D ne diffère de D que dans un petit 
voisinage d’un point frontière quelconque Q, et que l'écart de D par 
rapport à D est également faible. Alors en tout point intérieur P ou 
en tout point frontière Q du domaine D 


Sr ôu 

nt FH a) 
où À et B sont des constantes ne a que de k, Net N'; dest 
la distance entre le point et le lieu de variation ; o le volume compris 
entre les frontières de D et D. 

Couches étroites. Soit un domaine D satisfaisant aux conditions 
formulées ci-dessus et supposons de plus que pour tout point QE To» 
le segment nr — Q,Q de la normale à l, située dans D est compris 
dans l'intervalle Nh, N'h, où N et N' sont des constantes fixes et hk 
est une petite quantité. Supposons encore que les dérivées jusqu’au 
troisième ordre des fonctions z, (x, ÿ) et z (x, y) aient en tous les 
points le même ordre k. 

Pour ces couches minces on peut donner une formule générali- 
sant au cas spatial la formule de l'allongement des bandes étroites 
par une application conforme (voir l'ouvrage de M. A. Lavrentiev 
[6] précédemment cité). Cette formule fournit l'expression approchée 
de la dérivée normale de la fonction u, harmonique dans la couche, 
nulle sur l, et égale à une constante H sur T. 

Conformément au principe d'amortissement le problème est local, 
de sorte que dans les calculs on peut remplacer l', et l dans le voisi- 
nage du point considéré Q, par les surfaces de niveau de polynômes 
harmoniques. Les calculs se simplifient avec le raisonnement sui- 
vant. Désignons par 6 l’angle.entre la normale Q,Q à T, au point Q@, 
et la non QQ’ à T au point Q; par hypothèse 8 est de l’ordre de h. 


Or È est une fonction paire de 6 car en remplaçant 6 par —8, 
0 


ce qui revient à une rotation de la couche de 180° autour de la normale 
Q6Q, la valeur de cette dérivée ne se modifie pas. Si bien que dans le 


développement de | suivant les puissances de 6 le coefficient 


[u(P)—u(P)], <Ae-P4 


0 
de la puissance 1 doit s’annuler et par conséquent on peut poser 
6 = 0 dans les calculs puisqu'on néglige les quantités en h°. 
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Sans restreindre la généralité on peut admettre que Q, est l’ori- 
gine des coordonnées et que les plans tangents en Q, et Q sont horizon- 
taux. Alors dans le cadre de la précision adoptée on peut remplacer 
T, et T par les surfaces de niveau du polynôme harmonique 


D=z+a(z — 2) + b (À — y), (2) 


la première étant de niveau 0, la seconde de niveau h. La longueur 
de la normale nr — Q,Q se déduit de l'équation nr + (a + b) n° — 
= h, soit 


ne (VIF RG +5 1) &h—(a+b)n? 


(on a remplacé V1 + a 1+ +). Mais 


make laee+one {t+(+bn), 


étant donné qu’à la précision adoptée on peut poser k Æ n dans l& 
partie moyenne de la formule. 

Il reste à noter que d’après des formules classiques de géométrie 
différentielle les principales courbures de la surface l', au point @Q+. 
sont 


ka = 2a, ko = 2b 


(on a pris la surface O = 0 pour l',), et on a en définitive 


du | _ H ki | 
| Es Co ee mn Ln}. (3) 


Applications harmoniques. 11 a déjà été question des difficultés. 
entraînées dans les problèmes spatiaux par l'absence de fonctions 
de courant. Toutefois, on arrive à introduire la notion de conjuguée 
pour trois fonctions harmoniques dans l’espace, cette notion étant 
analogue à celle qui, sur le plan, relie potentiel et fonction de cou- 
rant. Plus exactement, trois fonctions u, v et w des variables x, y 
et z sont dites conjuguées si elles sont les dérivées partielles respectives 
d'une fonction harmonique œ: 


(l'harmonicité des fonctions u, v et w découlant automatiquement du 


fait que l'équation de Laplace se laisse dériver partiellement par 
rapport à x, yet z). Dans le cas plan, lorsque est une fonction har- 


monique de x et de yet u = Te = on a les relations 
ôu ôv ôu dv 


"oy — 6x ôz ôy 
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(la première en vertu de l'égalité des dérivées mixtes de @, la seconde 
en vertu de ce que p vérifie l'équation de Laplace), qui montrent que 
la fonction f = u + iv est antianalytique, c'est-à-dire que les fonc- 
tions u et —v sont conjuguées harmoniques au sens ordinaire. 

Il est aisé de voir que la condition de conjugaison (4) revient à 
exiger dans l’espace que le champ de vecteurs f = (u, v, w) soit en 
même temps potentiel et solénoïdal : 


rotf—0, divi=0 (5) 


(on suppose que le domaine où l'on envisage le champ, est simplement 
connexe, i.e. on peut par une déformation continue réduire tout 
chemin fermé à un point). En effet, la première condition (5) entraî- 
ne l'existence d'un potentiel, fonction telle que f = grad ®, et la 
seconde condition montre que Ap = div grad @ — 0. On a démon- 
tré que de (5) découle (4), la réciproque étant également facile à 
démontrer. 

Les applications f satisfaisant aux conditions équivalentes (4) 
ou (5) sont appelées harmoniques. Il est évident que c'est une appli- 
cation du domaine d'écoulement du fluide sur le domaine de varia- 
tion du vecteur vitesse lorsque le fluide est parfait, l'écoulement 
stationnaire et le domaine d'écoulement sans tourbillons et sans 
sources. , 

A la différence du cas plan le système (5) définissant l’application 
f est surdéterminé : il contient quatre équations par rapport à trois 
fonctions inconnues, raison pour laquelle il est naturel de s'attendre 
à ce que le théorème de Riemann ne s'applique pas aux transforma- 
tions harmoniques, c'est-à-dire que les domaines spatiaux simple- 
ment connexes ne se laissent pas tous appliquer harmoniquement 
sur un domaine analogue. Par exemple, il n'existe visiblement pas 
de transformation harmonique appliquant {0 << z << 1} sur la boule 
u? + v? + w°<'1 (on n'a pas encore démontré cette assertion). 
Néanmoins, les domaines D = {z, (x, y) << 2 z(x, y)} du type 
couche dont les frontières l’, et l'satisfont à des conditions appropriées, 
peuvent être appliqués harmoniquement sur une couche plane. Est 
vraie, par exemple, la proposition suivante: 

Si les frontières T, et l' d’un domaine D du type couche 
sont deux fois différentiables et tendent assez rapidement vers 
des asymptotes horizontales, disons vers z = 0 et z — h lorsque 
z? + y? — co, les dérivées premières et secondes des fonctions 
zo et z tendant assez rapidement vers zéro, alors il existe une trans- 
formation harmonique f — (u, v, w) appliquant ce domaine sur la 
couche {0  w << H}. La transformation f se définit de façon uni- 
que si l’on exige encore que l'image du point (0, 0, z, (0, O)) 
soit le point (0, 0, 0) et l'image de l’axe des u soit une courbe d’asymp- 
tote parallèle à l'axe des x, et si l’on donne l’allongement à l'infini 
le long de cette courbe. 
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Exposons les principes de la démonstration en nous limitant, 
pour simplifier l'écriture, au cas où l, se confond avec le plan z = 0. 
La troisième coordonnée w de l'application f doit être une fonction 
harmonique dans D, égale à zéro sur l', et à 4 sur l'. Sa détermination 
se ramène donc à un problème de Dirichlet qui, dans les hypothèses 
adoptées, possède une solution unique w (x, y, z). Sachant w, on 
peut à une fonction w près de deux variables déterminer par intégra- 
tion la fonction œ de gradient f: 


s 
pla y, 2= (uw, y, Ddt+p(s, y). (6) 
"0 
La fonction w doit être choisie de façon que soit harmonique. 
En calculant l'opérateur de Laplace de et eu égard à l’harmonicité 
de w, on obtient 


_. ° LA CA) 92 
Ap= [+ FE dE + En ter 9x? ns ôÿa — 6: | 0x3 + 
Donc ÿ doit satisfaire à l’équation de Poisson 

ôw 
Â = TX 5" (7) 


Par ailleurs, on remarque avec (6) que le grad Ÿ réalise une appli- 
cation homéomorphe du plan x + iy sur le plan u + iv. Par hypo- 


thèse pour de grands z° + y? & est voisin de la constante £ , par 


conséquent 1 est proche (avec ses dérivées) de la solution de l’équa- 
tion 


Toute solution de la dernière équation est représentable sous la 


forme 1, = P (x, y) — Ts, où P est une fonction harmonique 


dans tout le plan. Comme gradl y, = grad P — Ta 1) transforme 


l'infini en l'infini, P est donc un polynôme harmonique. Si son degré 
est supérieur à 2, grad w,, et partant grad Ÿ qui en est proche, ne 
peut pas être univalent au voisinage de l'infini. Il en résulte que 
P= a+ ax+ by “+ cry + ba (x° — y?) et par suite 


gradp=a,+ (2—À) z+ay+i(b,+asz— 2,y) + 
+a(z, y)+iB(x, y), (8) 


où & et B tendent vers zéro lorsque x? + y? —+ oo. 


) Ici comme auparavant on représente les vecteurs plans par des nombres 
complexes. 


13—0622 
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De la correspondance des points x = y = 0 et u = v = 0 on 
tire a = —@ (0, 0), b, = —$ (0, 0); l'axe des x étant parallèle 
à son antécédent on conclut que a, = 0; donc l’allongement de cet 
antécédent donné à l'infini permet de trouver b,, ce qui définit 
l'application f de façon unique. 

Récemment, S. Antontsev [9] a aussi démontré l'existence de 
l'application harmonique d’une boule unité sur elle-même; voici 
l'idée de cette démonstration. Antontsev traite un problème plus 
général de l'application de la boule B = {2° + y? + 2° < 1} sur 


un ellipsoïde' Ba = {u? + v° + Aw? < 1}, où T< À <1 et il 
remarque avant tout que pour À = + le problème se résout de façon 


o 


€ 
élémentaire: la fonction @ = —+ + y?) + 2° est harmonique 


CFA, 


?, £ 19: 
-1 a 1 Z -J/à ÿ YA Ù 
Fig. 75 


et son gradient Î = (—zx, —y, 2z) applique de façon homéomorphe B 
sur un ellipsoïde B,/, en conservant l'orientation, car le jacobien 
= 9 (u, v, w) = 2 
1 d (x, y, ©) | 
Se servant de la symétrie, S. Antontsev passe aux coordonnées 
cylindriques r = W2° + y° et z, pose œ(x, y, 2) = @(r, z), de 
sorte que l'opérateur de Laplace est 


92© 1 0 02O 
Ar + ar tar D ) 
et cherche les fonctions U =+, =. Ces dernières 
satisfont de toute évidence au système d’équations différentielles 
ou C4 1 av ôV 
ee tm y ed me (40) 


Le problème se réduit à la démonstration de l'existence d’une solu- 
tion © — F(t) de ce système réalisant une transformation quasi 
conforme du quart de disque D = {2° + r° <1, z >0,r >0} du 
plan £ —2zÆ+ir sur un quart d'ellipse D; = {A°U* + V® <1, 
U >0, V >0} du plan w = U + iV avec la correspondance des 
points indiquée sur la figure 75. Si une telle application est construi- 
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te, on peut la prolonger par symétrie dans un demi-disque en posant 
dans le quart gauche du disque 


Ur, 2 =—Ut(r, —2), V(r, 2 = V(r, —2), 
puis, en se servant des formules aisément vérifiables 
C0] z ôp ôy 


SERIE PRES ; == V, PRES , 
déterminer l'application f — (uv, v, w). Celle-ci transformera la 
sphère en la frontière de l’ellipsoïde, puisque pour 2° + y? + 2° — 1 
on à r° + z° = 1, or d’après les propriétés de l'application F on 
obtient u° + v° + Au = V2? + AU? = 1. 

Les difficultés liées à la démonstration de l'existence de l'ap- 
plication quasi conforme F tiennent non seulement à la présence 


du terme non homogène : U dans le système (10), mais encore au 


fait que le système dégénère lorsque r = 0, car on est obligé de consi- 
dérer d’abord le domaine D; = {6 ED:r>56} et ensuite de 
faire tendre & vers 0. Toutefois, l’application des méthodes de la 
théorie des équations différentielles permet de lever ces difficultés 
(voir [9]). 

La démonstration de Dh onédeoNiaue faite par S. Antontsev 
repose sur un procédé élégant qu'il est intéressant de décrire. Les 
calculs montrent qu’à V >=>0 le jacobien de l’application f; s’ex- 
prime au moyen du jacobien de F; (nous indiquons la dépendance du 
paramètre À dans l'équation de l’ellipsoïde) par la formule 


Prx Pay Pzrz 
J=|qu Puy Puz =T ( 
Pix Prey Pr 
Ensuite, on a vu que pour À — Ze jacobien Ji, = 2;ilexiste donc 


LA 
= Jr. 


U ëV _ aU ôV 
au à } . (f) 


ôr 6: 0: ôÔr 


Lu + < ho < 1, tel que J;, >0 dans B pour À < À,. Supposons 
que pour À — À, on ait trouvé un point (x, y, z) € B où Ji, = 0; 
comme pour À << À, le jacobien est partout positif, alors pour À = ke 
il est non négatif ; or d'après la propriété démontrée par H. Lewy [11] 
si le jacobien des applications harmoniques s’annule en un point 
intérieur du domaine il doit obligatoirement changer de signe au 
voisinage de ce point, donc le point où J;, — 0 ne peut se situer 
que sur la sphère. En se servant de (11) et des propriétés de l’applica- 
tion F S. Antontsev démontre que dans la sphère il n’y a pas non 
plus de tels points, d’où il suit que J,, > 0 dans B pour tous les À, 


T< À &1. Ainsi l'application f1 est localement homéomorphe 
pour tous ces À ; on démontre qu'elle est globalement homéomorphe. 
13% 
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S. Antontsev démontre également que l'application f; est uni- 
que dans la classe considérée et qu’elle dépend différentiablement 


du paramètre À pour + <2A<1, propriété que l’on a essentielle- 


ment utilisée dans les raisonnements précédents. 

Les fonctions vectorielles réalisant des applications harmoniques 
-possèdent plusieurs propriétés analogues à celles des fonctions ana- 
lytiques. Certaines d'entre elles sont décrites dans les livres de 
A. Bitsadzé [3] ou de S. Bergman [4]. Il convient toutefois de noter 
que la théorie de ces fonctions est encore peu élaborée. 

Systèmes de trois équations. Soit une application différentiable 
quelconque f = (u, v, w) du domaine D = {z, (x, y) 2 2(x,y)} 


Fig. 76 


de type couche sur la couche {0 << w << H}. Si le jacobien de cette 
application ne s'annule pas (ce que l’on suppose), sa différentielle 
of ôf of 
retro le 
transforme un parallélépipède en un cube unité de côtés parallèles 
aux axes de coordonnées (fig. 76). 

Considérons f comme une transformation d’un certain écoulement 
dans le domaine D en un écoulement de translation dans une couche 
plane {0 << w << H} dans le sens de l'axe des u; soit u le potentiel 
des vitesses. Il est naturel d'exiger que l'arête PP, du parallélépi- 
pède correspondant à l’arête du cube parallèle à l'axe des w soit 
perpendiculaire au plan de sa face correspondant à la face du cube 
u = const. Cette condition est exprimée par deux équations 


u Uy U: 
VyDz VU y VWx—VxWz  Vxly—VyUx 
La troisième équation doit naturellement traduire le régime de 
l'écoulement en question. c’est-à-dire être donnée sous la forme d’une 
relation entre l’aire de la face o du parallélépipède et l'arête p — 


— PP, perpendiculaire à cette face: 
o = 0 (p), (41) 
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où © (p)est une fonction croissante, o (0) = 0. En tenant compte de 


ce que p — (quantité inverse de la vitesse) et que 


| grad y 
po est le volume du parallélépipède (qui est égal à l’inverse du jaco- 
bien J — Las) on peut aussi écrire cette relation sous la 
XCD E 


on obtient un système de trois équations par rapport à trois fonc- 
tions inconnues. 

En désignant la valeur commune des rapports dans (10) par À 
on peut écrire (10) sous la forme 


grad u = À [grad v, grad w)], (12) 


où les crochets désignent le produit vectoriel. Le jacobien J étant 
égal au produit mixte (grad u, [grad v, grad w]), on obtient J = 


= _ | grad v |?, d'où compte tenu de ce que |grad v | = <etJ = 
= À : 
nr on tire | 
Lo 
A =. (13) 


Donc, le système considéré est équivalent à l'équation vectorielle 
(12) où À = À (p) est une fonction donnée. 
Indiquons une propriété de ce système. Par changement de varia- 


bles (v, w)—+ (V, W) on a grad v = + grad V + grad W et 


grad w — 2 grad V + 2 grad W, donc, Igradv, grad w] — 
ôv oW 


= 7 era Y, grad W]. D'où il résulte que les applications 
(v, w) — (V, W) préservant les aires (de jacobien égal à 1) respectent 
également le produit vectoriel. Comme elles conservent visiblement 
o et p, alors elles laissent À invariant, et partant l'équation (12). 
Cette propriété doit être utilisée dans l'étude des questions trai- 
tant de l’unicité des applications réalisées par les solutions du 
système (12). 

Considérons les solutions de notre système pour lesquelles v = y 
etu — u (x, z),w — w (x, z): ces solutions sont associées à des écou- 
lements plans-parallèles. Le système (10) devien. 


fux __ Mu, 25 
tWz —Wx . 


si l'on veut qu'il coïncide avec le système de Cauchy-Riemann, il 
faut poser À — 1 ou, ce qui revient au même, o = p dans (12). Les 
systèmes (12) avec À — 1 possèdent plusieurs propriétés spécifiques. 
P. Plotnikov leur a consacré une étude intéressante en posant en par- 
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ticulier pour eux un problème d'ondes de surface (voir la revue mathé- 
matique de Sibérie). Il a également démontré pour un système géné- 
ral (12) le théorème d'existence d’une application sur la couche 
{0  w < H} de certains domaines spéciaux de type couche [101]. 

Un autre cas particulier important du système (12) est celui 
qu'on obtient en posant À = p ou, ce qui revient au même, © (p) — 
= p°, J = | grad v |‘. En ajoutant encore la condition que la face © 
est un carré et qui s'exprime par les deux équations 


grad v, gray w) = 0, |grad v | = | grad w |, 


on obtient les conditions pour que l'application f soit conforme. 
Le système composé de cinq équations par rapport à trois fonctions 
inconnues est surabondant, ce qui explique le théorème de Liouville 
qui dit que la classe des applications conformes dans l’espace est 
très restreinte (nous avons déjà évoqué ce théorème au début de 
ce chapitre). 

Il paraît fort intéressant d'étudier les systèmes de forme (10) et 
(11) et, en particulier, d'essayer de leur étendre le théorème de 
Riemann de l'existence des applications et autres propriétés des ap- 
plications conformes et quasi conformes de domaines plans. 


$ 26. Problèmes hydrodynamiques 


Nous allons considérer quelques problèmes spatiaux d’hydrody- 
namique dont les solutions peuvent être obtenues par les méthodes 
exposées plus haut. 

Ecoulements voisins des écoulements plans. On a traité au $ 24 
l'écoulement dans la couche {0 < z2< z(x, y)}, où l:z = 2z(x, y) 
est une surface présentant un seul maximum et tendant à la vitesse 


Le = 2 + y*) vers son asymptote z — h, la vitesse] d’écoule- 


ment à l'infini étant dirigée suivant l'axe des x; on voit avec les 
formules (6) du même paragraphe que les coordonnées de la vitesse 
1 


V, et V. à l'infini diminuent respectivement comme = et 
r r$ 


1 2 
et V,tend vers V. comme ms Pour r grands, l'écoulement est donc 


voisin de celui de translation. 
[ei nous allons envisager les écoulements dans les couches 


D = {2 (x, y) <2<2(x, y)}, (1) 


que nous supposerons minces et peu distinctes de couches planes. 
Pour ce faire introduisons la 


$ 26] PROBLÈMES HYDRODYNAMIQUES 199 


Condition (A): il existe un petit nombre » tel que quels 
que soient x, y 


1 0<20(2, y) ho, h L2(x, y) L(1+k)h; 
Zo (x, y), 2x, y) — h << ke", 


CEA h? 0220 &z 
L ||, | eh 1e [For |? lo hr (2) 
j CEA = ! . | 92% 3: 
5» [ol Een: lt rrleeree 


où ko. KL et k, sont des constantes positives. En outre on ne considé- 
rera que les écoulements dont la vitesse à l'infini est dirigée suivant 
l'axe des z. 

ge 


de les domaines de cette classe Ti t À 5 sont petits devant 


ri et # 3? de sorte que le problème he qui se ramène, 


on l’a vu, à la recherche d’une fonction @ harmonique dans D véri- 
fiant la condition aux limites sur l,:2 = 2, (x, y 


09 00 + 00 6% (3) 


et une condition nee sur l:z = z(x, y), admet une solution 
approchée. Plus exactement, on néglige dans (3) et dans la condition 


semblable sur [ les termes en 2% et _ en posant 5 égal à une 


y; 
quantité constante V.. Les conditions de glissement s'écrivent 
ôz 
ve sur To Ve sur [. (4) 


Les conditions (4) représentent le prohlème de Dirichlet pour la 
fonction harmonique es . Comme au paragraphe précédent, on 
obtient la tonction @ par intégration à une fonction arbitraire près 
qui est déterminée à l’aide des conditions asymptotiques à l'infini. 

Principes variationnels. On a déjà indiqué que dans le cas de 
couches spatiales arbitraires le principe variationnel dans la position 
hydrodynamique ordinaire n'était plus valable: le bombement 
de la surface contournée sous la forme d'un monticule allongé dans le 
sens de l'écoulement ne peut entraîner qu'un écartement des lignes 
de courant sans accroissement de vitesse sur la paroi opposée. Si 
toutefois on se limite à un écoulement dans des couches vérifiant 
la condition (A), de vitesse fixe à l'infini et parallèle à l'axe des x, 
et si l’on suppose encore que les surfaces varient sans quitter la 
classe considérée, le principe reste valable sous la forme suivante. 


Soit un domaine D = {20 (Z, Y) 2 < Z(x, y)} appartenant 
dans les hypothèses admises au domaine D; alors 1) en tous les 
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points de la surface T', les vitesses d'écoulement dans D sont supé- 


rieures à la vitesse d'écoulement dans D ; 2) si l diffère de T seule- 
ment dans un domaine borné, alors en tous les points communs de F 


et de [la vitesse d'écoulement dans D est inférieure à celle dans D. 

Les domaines de la classe envisagée sont justiciables du principe 
de localisation qui dit qu'une variation locale de la frontière de la 
couche entraîne une diminution de la variation de la vitesse suivant 
la loi 


ÔV|-<Ae-5i+—, (5) 


où À et B sont des constantes, d la distance au lieu de variation et © 
le volume compris entre la frontière initiale et la frontière variée. 

La démonstration de cette proposition s'appuie sur le principe 
variationnel formulé ci-dessus. Pour pouvoir l'appliquer il suffit 
de majorer la couche considérée par une couche telle que l'écoule- 
ment y soit décrit par des fonctions élémentaires (cf. $ 24). 

Ecoulements dans les couches minces. Le principe de localisation 
permet de construire des solutions approchées d’un problème d’écou- 
lement spatial, suffisamment précises pour les applications. Le 
schéma général de construction est à peu près le même que dans les 
cas plan et à symétrie axiale. 

Soit un domaine spatial D = {0<z< 2(x, y)} du type couche 
satisfaisant à la condition (A). On étudie l'écoulement au voisinage U 
d’un point quelconque (xs, Yo). En dehors de ce voisinage on admet 
que toutes les lignes de courant sont proches des parallèles à l’axe 
des x et puisque la couche D est mince, on se sert de l'approximation 
« hydraulique » qui suppose que la valeur V et l'orientation «& de la 
vitesse sont constantes sur chaque segment vertical compris dans D. 
Cette hypothèse simplificatrice nous conduit au problème plan 

14 ôV ôa gi _9z 2@ __h © t(6) 
:Ÿ ôz 10y 3 Ôz x = ôy L 


où z — z(x, y) est l'équation de la frontière de la couche T (les 
équations (6) expriment les conditions de potentialité et de conti- 
nuité dans nos hypothèses). Le système (6) se résout par une simple 
intégration: on tire d’abord & de la seconde équation, puis on le 
porte dans la première: 

x 


1 CH 
at De] sea 


V (x, y)=Vo X 


= 
2(z, ÿ) 


feet 0 
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où V, est la vitesse d'écoulement à —o (on s’est servi encore de ce 


que 2 (x, y) —+ hk lorsque x —> —o et, en admettant 
Vs 
Vi — 4). 
Dans le voisinage U qui nous intéresse, on fera appel à d’autres 
idées. Plus exactement, en se fondant sur le principe de localisation 
on va remplacer dans ce voisinage la surface donnée T par une sur- 


face Î':z = z (x, y) proche de l'et telle que dans la couche comprise 
entre z = 0 et l' l'écoulement soit décrit par des fonctions élémen- 


taires. Pour s'assurer que T est proche de T' on introduit la condi- 
tion que ces surfaces ont un point d’osculation (xs, Yo, Z (To. Yo)) 
d'un ordre suffisamment élevé (la condition de coïncidence 
d’un nombre suffisant de coefficients du développement de Taylor 


des fonctions z (x, y) et z (x, y) au point considéré). Un choix im- 


portant de surfaces Î avec les écoulements connus nous est fourni 
par la méthode des sources exposée au $ 24; la solution (6), $ 24 ne 
contient que deux paramètres (g et a), ce qui n’assure qu'une appro- 
ximation grossière, mais la formule plus générale (9), $ 24 permet, 
en principe, d'obtenir une solution élémentaire avec n'importe quel 
nombre de paramètres. 

La méthode est exposée plus, en détail dans l'ouvrage de 
M. A. Lavrentiev [7]. 

Signalons encore quelques positions liées à l'écoulement dans 
les couches minces {20 (x, y) << 2 z(x, y)}. Il nous faut tout 
d'abord obtenir des équations approchées pour le champ de vitesses 
compte tenu de la minceur de la couche, qui généraliseraient et pré- 
ciseraient les équations (6). Ces équations établiraient entre les déri- 
vées, par rapport aux variables z et y, de la grandeur V et de la direc- 
tion « du vecteur vitesse de l'écoulement sur la frontière inférieure 
de la couche une relation sous forme d'un système linéaire non homo- 
gène de deux équations aux dérivées partielles du premier ordre dont 
les coefficients et les termes libres dépendraient des équations des 
frontières de la couche. 

Il serait ensuite profitable d'établir la loi de variation du champ 
de vitesses au passage de la frontière inférieure à la frontière supé- 
rieure de la couche et d'étudier l'influence de la déformation locale 
des frontières à des distances, du lieu de déformation, dépassant 
notablement l'épaisseur de la couche. 

Problèmes avec frontière libre. On appelle frontière libre d'un 
écoulement spatial une surface sur laquelle la pression est partout 
constante et, partant, la vitesse d’après la formule de Bernoulli. 
On va signaler ici quelques particularités distinguant le cas spatial 
du cas plan. 


= proche 
: Vn P 
de 1, on a remplacé log 77 
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Dans les problèmes spatiaux les frontières libres sont des surfaces 
composées de lignes de courant. Il est donc légitime de se demander: 
quelles propriétés géométriques possèdent les lignes de courant sur les 
surfaces libres? La réponse est simple: sur toute surface libre les 
lignes de courant sont des géodésiques. En effet, pour des écoulements 
stationnaires d’un fluide parfait incompressible, on voit avec les équa- 
tions du mouvement que l'accélération des particules en mouvement 
est proportionnelle au gradient de pression 


(V, V)V=—+vP. (8) 


D'où il résulte que sur les surfaces libres qui sont des surfaces de 
niveau de pression le vecteur accélération est dirigé suivant la normale 
à la surface. Or le vecteur accélération est de toute évidence dirigé 
suivant la normale principale à la ligne de courant, de sorte qu’en 
chaque point de la ligne de courant son plan osculateur contient la 
normale à la surface libre. Ce qui montre que la ligne de courant est 
une géodésique. 

Les remarques ultérieures se rapportent aux difficultés propres 
au problème suivant qui est l'analogue spatial du problème d'ondes: 

Etant: donné la surface frontière inférieure T, d’un domaine D 
de type couche, on demande de déterminer la surface frontière su- 
périeure L à partir de la condition que l’écoulement soit uniforme. 
La vitesse à l'infini est supposée connue et dirigée suivant l’axe 
des zx; on donne également la profondeur moyenne du lac, qui par 
analogie avec le cas plan, est définie par 


R R 
: 14 | 
H = lim HE à dx À z(z, y) dy (9) 


où z = 2z(x, y) est l'équation de la surface libre FT. 

Notons avant tout qu'à la différence du cas plan ce problème 
est indéterminé. En effet, soit l', le plan z = 0, la solution naturelle 
du problème sera alors le plan l': z = A et l'écoulement de transla- 
tion dans la couche entre F, et l à potentiel @ = V x. Mais cette 
solution n'est pas unique. Il a déjà été question d'un type de viola- 
tion d'unicité dans l'exemple du couteau dont la lame suivait le 
sens du flux animé d'un mouvement de translation; ce couteau n'a 
aucune influence sur le flux, si bien qu’en plus du plan on a égale- 
ment comme solutions des surfaces différentiables par morceaux, 
composées du plan z — H et, par exemple, de portions de plans paral- 
lèles à l'axe des x (il est clair que ces portions ne modifient pas non 
plus la profondeur moyenne du lac). 

Pour éliminer ce genre d'exemples il faut se limiter à la considé- 
ration de frontières différentiables L, et L d'équations de la forme 
z = 29 (x, y) et z = z(x, y). Cependant cette condition supplémen- 
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taire n’assure pas non plus l’unicité: dans notre exemple outre le 
plan z — H toute surface cylindrique l: z = z (y) de génératrices 
R 


parallèles à l’axe des x telle que lim£ [zu dy = H sera égale- 
-R 


ment solution (fig. 77). En effet, la RE moyenne de la couche 
entre l, et l'est aussi égale à H et le fluide y est animé d’un mouve- 
ment de translation le long de l’axe des x à la vitesse donnée V, 
(et à potentiel p = V .t). Pour éliminer les exemples de ce genre il 
faut imposer aux frontières l', et l des conditions supplémentaires, 
par exemple sur leur comportement asymptotique lorsque z —> —oo 


Fig. 77 


La plus simple de ces conditions consiste dans ce que l, et T s'ap- 
prochent asymptotiquement, lorsque x — —co, de plans parallèles 
(c.-à-d. que la couche D soit une couche presque plane pour de grands 
z négatifs). 

Mais nous ne sommes pas arrivés au bout des difficultés liées au 
cas spatial. Les conditions asymptotiques (pour z —-> —co) assurant 
l'unicité ne garantissent pas encore la stabilité de la solution, or 
l'absence de stabilité complique sensiblement le calcul machine. 
Citons un exemple à l'appui. 

Considérons une couche limitée par le plan l,: z = 0 et par une 
surface T 


Er Re Fa er cos y (10) 
(« >0 est une constante) qui tend asymptotiquement vers le plan 
z = { lorsque x —> —0o; comme 


1° 


line di 1 POAUOU EE 


la profondeur moyenne du lac limité par l, et par est égale à 1. 
Considérons dans ce lac un écoulement de vitesse à l'infini Vs = 1 
dirigée le long de l'axe des x. Il est clair que cet écoulement est 
périodique en y de période 2x, de sorte qu'il suffit de le considérer 
au-dessus de la bande —7r << y <a (fig. 78). 
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Soit p = x + u le potentiel de cet écoulement; la condition 


: ven OÙ ôu\ Ôz | du 0: 
de glissement sur la surface FT s'écrit 2 (1+ —) on on À 
soit 

ôu 4 6: 

m2 (11) 


où _. est la dérivée dans le sens de la normale à T et À — 


ô 
= 4 + ( £)" £) #, Sur les autres faces du corps A représenté sur la 
figure 78 les conditions aux limites sont homogènes: 


sur le fond: = 0, sur les faces latérales: #=0. (12) 


On est conduit au problème de Neumann qui consiste à trouver 
une fonction u harmonique dans le domaine A d’après sa dérivée 


Ph — D 
7 


DRE 


Fig. 78 


normale donnée sur la frontière, telle que sur les trois faces on ait 
Fe = 0 et sur la quatrième (T°) elle prenne les valeurs 


1 0: 2a Pexcosy 


D 'ôz 3h (ae) 
qui sont partout petites pour & assez petit et tendent exponentielle- 
ment vers zéro lorsque z —> +. D’où l’on déduit que dans la classe 
des solutions de gradients bornés !), grad u pour un «& assez petit 
est aussi petit que l’on veut dans l’adhérence du domaine A. En par- 
ticulier, sur l toutes les dérivées partielles de la fonction u sont 
petites et, par voie de conséquence, les composantes de la vitesse 


V,et V,, quant à V, = 1 + E elle est aussi proche de { que l’on 
veut. 

1) Notons que sans l'hypothèse supplémentaire de gradient borné l'affir- 
mation qu'il est petit n’est pas juste, ce dont on se rend compte sur un exemple 


analogue à l'exemple analysé à la page 82. Ce genre d'effet est propre aux do- 
maines infiniment grands. 
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Ainsi donc, pour a suffisamment petit, sur la surface l la vitesse 
sera aussi proche de 1 que l’on veut alors que l'écart de l par rap- 


port au plan z = 1 est fini, < (aux points dont x est grand et 


y = U). Ce qui traduit précisément l'instabilité de la solution du 
problème. Soulignons que cet exemple illustre les particularités du 
cas spatial: une telle construction serait irréalisable sur le plan, 
et le problème stable. 

L'exemple analysé montre qu’en construisant une solution d’un 
problème à frontière libre il faut exhiber au préalable une classe 
de domaines sur lesquels cette solution existe, est unique et stable. 
Voyons comment ces trois conditions peuvent être remplies. Soient 
donnés un petit nombre et une surface l, coïncidant avec le plan 


2 2 
z — 0 en dehors de l’ellipse _. + & = 1,oùaet b sont respective- 


ment de l’ordre de k et de k° ; à l’intérieur de l’ellipse, l', est donnée 
par l'équation z = z, (x, y), où 


ere, ||<r,s 


.. 
ôx? 


(43) 


<kh, Te = |<ar, 


les fonctions z — Zo (c1, y) et z — z9 (x, C2) étant paires et présen- 
tant un seul maximum pour y =0et x = 0 
Dans ces hypothèses il existe une surface unique l': z = z (x, y) 


O0 z(z, y) <Lh(1+ 4er), . lim z(z,y)=h (14) 


telle que pour un écoulement entre l’, et l de vitesse à l'infini dirigée 
le long de l’axe des x, la vitesse soit égale à 1 partout sur FT. La solu- 
tion est stable au sens suivant : si sur une surface Î': z = Z (x, y) sa- 
tisfaisant aux conditions (14), la vitesse d'écoulement dirigée à 
ol suivant l'axe des x diffère partout de 1 d’une quantité < e, 
alors 


Tz(x, y—z(x, y <Ke (15) 


À étant une constante et € aussi petit que l'on veut. 

Les assertions formulées peuvent de toute évidence être démon- 
trées à l'aide des méthodes proposées précédemment. Il serait inté- 
ressant de les justifier et d'élargir éventuellement les conditions 
ci-dessus posées. 

Deux problèmes. Formulons encore deux problèmes à frontière 
libre essentiellement spatiaux. Le premier se rapporte à la théorie 
non linéaire des ondes dans un fluide pesant. Sa position générale 
est la suivante: 


On demande une surface l': z = z (x, y) telle que lors de l’écoule- 
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ment dans la couche {0 << z<< z (x, y)}, partout sur T soit remplie 
la relation 
IgradpF+Az=cC, (16) 


où w est le potentiel d'écoulement, À et C sont des constantes. On 
Re connues la vitesse à l’infini et la profondeur moyenne du 
ac. 

1 découle de ce qui précède que, tel qu’il est posé, ce problème 
est tout aussi indéterminé que le précédent et sa solution tout aussi 
instable. Voici une position qui 
semble-t-il ne présente pas ces dé- 
fauts. 

Soient deux systèmes d'ondes 
planes stationnaires cheminant à 
la vitesse V, dans des directions 
faisant avec l'axe des x les angles 
a respectivement. Leur superpo- 
sition donne une courbe gauche. 
Le long de l'axe des x la perturba- 
tion se propage à la vitesse V, cos a 
de sorte qu'en prenant un systè- 
me de coordonnées se déplaçant le 
long de l’axe des x avec cette vitesse on obtient une surface d'onde 
immobile, solution du problème linéaire. Si l’on prend le nombre 2a 


pour amplitude, T = _ pour période et H pour profond : moyen- 
ne du lac, l'équation de cette surface s'écrit 


z= H + a {sin © (x cos & + y sin &) + 
+ cos & (x cos &« — ysin @)}. (17) 


Problème. Démontrer que pour de petits angles & et un 
rapport F petit le problème non linéaire (16) admet une solution 


proche de la solution (17) du problème linéaire. Définir une classe 
de surfaces sur laquelle la solution est unique et stable. 

Le second problème est une variante spatiale du problème clas- 
sique de Kirchhoff d'écoulement avec décollement. 

Problème. Construire un écoulement de fluide parfait de 
vitesse à —oo égale à 4 et dirigée suivant; l'axe des x dans un 


domaine borné par une plaque elliptique inclinée y° + . = 4, 


zx cos « + y sin &« = 0 et par une surface inconnue T le long de 
laquelle la vitesse est égale à 4 (T est adjacente à la frontière de la 
plaque, fig. 79). 
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Il 
(œ 


Les questions d’unicité et de stabilité ne sont pas très claires. 
serait même intéressant de traiter le cas où la plaque est verticale 
= 0) et proche d’un disque (le nombre b est petit). 
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CHAPITRE VII 


JETS 


Ce chapitre sera consacré à des problèmes relativement nouveaux 
liés aux jets d'épaisseur finie. Commençons par un aperçu des pro- 
priétés générales de ces jets. 


$ 27. Jets d’épaisseur finie 


Jets avec zones tourbillonnaires. Envisageons encore une variante 
du problème de raccordement parmi ceux évoqués au chapitre V. 
Le domaine D d'écoulement est du type bande avec pour frontière 
inférieure l'axe des x et pour frontière supérieure une ligne l' pourvue 
d'une asymptote horizontale y = h lorsque x—>—+o (le jet d'épais- 
seur k à l'infini). Supposons que dans le domaine D, limité par le 


Fig. 80 


segment [a, b] de l’axe des x et par l'arc y s'appuyant sur ce seg- 
ment, l'écoulement a une rotation constante —w, alors que dans 
la partie restante D, du domaine D il possède un potentiel (fig. 80). 
La vitesse d'écoulement à l'infini V. et la valeur de la rotation w 
sont connues; les lignes let y sont à déterminer : la première (surface 
libre) à partir de la condition de constance sur elle de la valeur de la 
vitesse V — V+, la seconde (ligne de raccordement) à partir de la 
condition de continuité du champ de vitesses et de la condition qu'elle 
soit une ligne de courant. 

A la différence du problème analogue où la profondeur du courant 
principal est infiniment grande (cf. chapitre V, $ 22), dans la classe 
des domaines D, dont le diamètre est borné inférieurement par une 
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constante positive et la courbure de y est également bornée, ce 
problème n'est pas toujours résoluble. C'est-à-dire qu’en fixant 
V x on peut trouver une valeur h, telle que pour k << h, le problème 
s'avère irrésoluble. 

La justification qualitative de cette assertion est la suivante. 
Au point (a, 0) où le jet rencontre une zone tourbillonnaire D, 
la vitesse d'écoulement doit s’annuler alors que sur la frontière 
libre l elle est égale à V., de plus, dans le schéma envisagé les déri- 
vées de la vitesse sont bornées. Si l’on choisit la largeur »k du jet 
très petite par rapport au diamètre de D, et à l’inverse de la courbure 
de Ÿ, il y aura sur yun point & si- 
tué à une petite distance d de (a, O0) 


FR y 
qui est grande en comparaison de qu 
h, disons, dæ Vh. La vitesse T 
d'écoulement au point & pour k 
petit sera aussi proche de V,. que 
l'on veut alors que, d'un autre à 
côté, ce point est voisin du point 
(a, 0) où la vitesse est nulle. Ceci 
est en contradiction avec l’hypo- 
thèse que les dérivées de la vitesse à h 
d z 
& 


sont bornées et, par conséquent, 
les écoulements à très petits k ne 
peuvent pas exister sous les con- 
ditions admises. Fig. 81 

La variante suivante du pro- 
blème apparaît physiquement plus 
naturelle. Considérons (en position plane) un écoulement par jets 
de largeur À dans un dièdre formé par les demi-axes positifs des x et 
des y; soit V. la vitesse à l'infini dirigée vers le bas suivant l'axe 
des y (fig. 81). La résolution classique de ce problème est conduite 
dans le schéma d'écoulement à potentiel et consiste à déterminer la 
ligne T (frontière du jet) à partir de la condition de constance sur 
celle-ci de la valeur de la vitesse Y — V. Cependant ce schéma est 
loin des conditions réelles. Un fluide réel ne supporte ni de trop gran- 
des ni de trop petites vitesses et évite surtout les très grandes chutes 
de vitesses. De sorte qu'en réalité, dans une large gamme de vites- 
ses V il naît au sommet de l’angle contourné (où la vitesse d’écoule- 
ment du schéma à potentiel s'annule) une zone tourbillonnaire. 

On est donc conduit au modèle d'écoulement suivant : le domaine 
d'écoulement est partagé par une ligne de courant y en un domaine 
D, (illimité) et un domaine D, (borné); dans le premier l’écoulement 
est à potentiel et dans le second il est caractérisé par une rotation 
constante w, le champ de vitesses étant continu dans tout le domaine 
d'écoulement (fig. 81). Comme dans le problème précédent on con- 
naît la vitesse à l'infini V,, la largeur du jet A et la valeur de la 


14—0622 
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rotation, les lignes let y étant déterminées à partir de conditions 
appropriées. Il serait également intéressant d'établir ici les estima- 
tions quantitatives pour la valeur À — h, (séparant les cas de solu- 
bilité des cas d’insolubilité du problème) en fonction des autres 
paramètres. 

Le schéma d'écoulement non stationnaire est encore plus proche 
de la réalité. Nous en remettons l'étude au chapitre suivant en nous 
limitant ici à la position du problème d'écoulement autour d’un 
angle. Dans un fluide réel la dimension de la zone tourbillonnaire 
croît avec le temps par effet de viscosité. En outre, cette zone sera 
soumise à une force due au frottement contre la paroi inférieure du 
dièdre et dirigée vers la droite et aux forces d’adhérence à la paroi 
verticale qui la retiennent. Il en résulte que la zone tourbillonnaire 
grossissante tend à s'étirer dans le sens horizontal. Dès que la zone 
tourbillonnaire atteint une certaine dimension critique elle se déta- 
che de la paroi et se trouve emportée par le courant. Après cela il 
se crée près du sommet du dièdre une nouvelle zone tourbillonnaire 
qui grossit de nouveau jusqu’à une dimension critique pour se déta- 
cher ensuite, etc. 

Il serait très intéressant de construire un modèle mathématique 
d'écoulement autour d’un dièdre d’après ce schéma et notamment 
d'évaluer la dimension critique de la zone tourbillonnaire, qui la 
fait décoller. : 

Le premier des problèmes considérés peut servir de base pour la 
construction du modèle de formation des tourbillons dans les jets 
si, en plus de l’écoulement représenté sur la figure 80, on considère 
encore l'écoulement qui lui est symétrique par rapport à l’axe des z. 
Cette question sera traitée en détail au chapitre IX. 

Choc oblique d’un jet contre une droite. Ce problème classique 
peut être résolu par les méthodes d'analyse complexe. Considérons 
le potentiel complexe & = f (z) = œ (z) + ip (z) de l'écoulement; 
il est défini à un terme additif constant près tel qu’au point de rami- 
fication du flux 2 (fig. 82) (on y place l’origine z — 0) on ait f = 0. 
Sur les frontières libres du jet let l'’ la fonction de courant vw prend 
des valeurs constantes, disons g sur let —g’ sur l’; les valeurs de 
+ sur la droite attaquée par le jet (associée à l’axe des x) sont sup- 
posées nulles. La fonction f est une application conforme du domaine 
d'écoulement sur la bande {—g" << ÿ << g} avec coupure le long du 
demi-axe des p négatifs (fig. 82). 

Soit z — g (6) l'inverse de /; considérons dans notre bande avec 
coupure la fonction analytique 


w=OD+iY = logg’ (0) = log |g'(È) |+iargg’ (6). (1) 


Sur les frontières Let l'’ de la bande |’ (z) | prend des valeurs cons- 
tantes égales à V.; sans restreindre la généralité on peut admettre 
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que V, — 1. Comme |g’(&)| = Far sur les frontières L et T” 


de la bande on a O = —log VX — 0 et sur les bords supérieur et 
inférieur de la coupure les valeurs de = arg g’ (£) sont respective- 
ment égales à 0 et à x (rappelons-nous le sens géométrique de la déri- 
vée). D'où il vient que la fonction (1) applique notre bande avec 
coupure sur une demi-bande A — {D < 0, 0 << Y < x} du plan w, 
or cette application est facile à exprimer. En effet, il est aisé de 
vérifier que la fonction 

= log (o—1)+Llog(o+1)—IÈT log(w—a), (2) 


T 


où a = IE, applique le demi-plan supérieur Im © >0 sur la 


bande avec coupure; la figure 82 représente des points homologues 


Fig. 82 


par cette application. Il nous reste à trouver l'application du demi- 
plan supérieur Im w >>0 sur la demi-bande A, l'inverse de cette 
application étant simple à écrire 
© = sin ( —iw—+) = —chw. 
En portant cette dernière expression dans (2) on trouve l’applica- 
tion inverse de l’application cherchée : 
L jt ’ 

&=< log (1+ch w)+ log (1—ch w) — © = log (a+ ch w)—g'i. 

(3) 
e principe, on en déduit l’application elle-même w = G (£), et 
alors 


< 
g' (&) = _ = 6%),  z— f ee) dt. (4) 
0 
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Trouvons l'expression approchée de cette fonction au voisinage 
de l'origine du jet, c’est-à-dire au voisinage du point 3 auquel corres- 
pond à, telle que ch w, = —a. Comme —1 << a << 1, on peut poser 
a — —cos a et de l’équation ch w, = cos &« trouver que w, = ia. 
Pour obtenir une approximation convenable, on pose dans les deux 
premiers termes additifs w = w, et dans le troisième on remplace 
ch w par son développement de Taylor: ch w Æ —a + sh w, (w—w,). 
L'équation obtenue se résout facilement par rapport à w et tous cal- 
culs faits on trouve qu’au voisinage de l’origine du jet 


: _ (G—to 
g'Oæe {me }. (5) 


où &, est une constante. Etant donné qu’au voisinage du point 3 
les valeurs de 6 sont proches de + co, g’ y est très proche de eïz de 
sorte que g(Ë) & eit£ + const. On voit que « est l'angle d'incli- 
naison du jet par rapport à l’axe des x et que sa largeur est asympto- 
tiquement égale à g + gq' (i.e. à la largeur de la bande dans le plan 
©). Notons toutefois qu'on peut obtenir ce résultat sans procéder 
au calcul du potentiel complexe : d’après le théorème de la quantité 
de mouvement la projection sur l'axe des zx de la quantité de mouve- 
ment du jet incident, i.e. la quantité (g’ + g) cos «, doit être égale 
à la différence entre les quantités de mouvement des jets cheminant 
le long de l’axe des x, i.e. g’ — qg; d’où l’on retrouve 


RS el DORE 
COSQ == — 0. (6) 
Ecoulement de jets autour des corps. Le problème d’incidence 
d’un jet sur un contour arbitraire y est beaucoup plus difficile. Sa 
position consiste à trouver un écoulement à potentiel et sans singu- 
larités réalisant les conditions suivantes : 
1) au voisinage du point r — — cet écoulement est voisin de 


l'écoulement de translation du jet | y | <+ le long de l'axe des x 


à la vitesse V, posée égale à 1; 

2) sur les surfaces libres let l’ du jet (inconnues a priori) la 
vitesse est constante, i.e. en vertu de l’hypothèse précédente éga- 
le à 1; 

3) le jet s'écoule autour d’un contour donné y limitant un domai- 
ne fini ou infini. 

Indiquons la marche à suivre pour résoudre ce problème. Comme 
au point précédent, considérons une fonction ; 


G (6) = log g° (©) = ® +iT, 


où gest la fonction inverse du potentiel complexe & = f (z) de l’écou- 
lement à déterminer. Supposons d’abord que y est une courbe diffé- 
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rentiable limitant un domaine illimité du type demi-plan. La configu- 
ration dans le plan & est alors la même qu'au problème précédent, 
à savoir l’image du domaine d'écoulement est la bande {—g" <<  <<g} 
munie d’une coupure le long du demi-axe des @ négatifs. Sur les 
frontières de cette bande on a toujours ® — —log Vy — 0, mais 
les valeurs de Y = arg g’ (&) sur la coupure sont maintenant incon- 
nues, car on ne sait par quel point de la courbe y passe & par l’ap- 
plication g. 

En pratique, on peut se donner les valeurs de 1 sur la coupure et, 
en résolvant un problème aux limites mixte approprié, obtenir des 
classes d'écoulements avec divers contours y. Il est possible égale- 
ment d’appliquer la méthode des approximations successives, dont 
le principe est le suivant: on se donne une des frontières libres, 
disons l, on cherche F’ à partir 
de la condition que V = V4 (on 
reconnaît Je problème d'ondes du 
chapitre V), puis on considère 
que l” est donnée et on détermi- 
ne une nouvelle l d’après la même 
condition et ainsi de suite. : 

Soit maintenant y la frontière 
du domaine de diamètre fini (on 
admet qu'elle est différentiable et 
que le domaine est convexe). 
On peut alors procéder de la mê- 
me façon que dans le cas précédent. 
Toutefois, ce cas est essentiellement différent du précédent : la solu- 
tion n’est pas définie par la donnée de la valeur de VX, de la largeur 
et de l'orientation du jet au voisinage de x — —oo. Ces énoncés 
nous conduisent à une famille de solutions dépendant d’un para- 
mètre. On peut déterminer ce paramètre en se donnant encore un 
point de confluence des jets sur le contour (le second point critique 
d'écoulement) ou la circulation de la vitesse autour de y. Autrement 
dit, cette situation ressemble à celle du problème d'écoulement d’un 
flux illimité autour d'un corps, considéré au $ 18, CADRE V et qui 
représente un cas limite du problème traité pour g=g = ©. 

Considérons le cas particulier de ce problème où y est 1 un cercle 
de rayon 1 (fig. 83). Donnons sa solution approchée pour k petit, 
2h = q + g'. Le point de dédoublement des jets z, sera alors très 
proche du point gauche d’intersection de y avec l’axe des x: d’après 
ce qui précède, pour point de confluence des jets z, on peut prendre 
n'importe quel point du cercle (2: # 21). L'écoulement étant réver- 
sible, on conclut qu'il est symétrique par rapport au diamètre de y 
perpendiculaire à la corde z,z,. Au voisinage de z, on peut rempla- 
cer ÿ, aux infiniment petits d'ordre supérieur près, par sa tangente 
L au point z, (qui est parallèle à l’axe de symétrie d'écoulement) 
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et se servir de la solution du point précédent. La formule (6) nous 
donne le rapport des épaisseurs des jets qui se forment par bifur- 
cation 

g" _ 1+cosa (7) 


4 _1—csa’? 


où « est l'angle que fait l’axe de symétrie avec le demi-axe des x 
négatifs (fig. 83). Au voisinage du point z, l'écoulement est symé- 
trique à l'écoulement déterminé. En utilisant les formules approchées 
pour les transformations conformes des bandes étroites et compte 
tenu de la constance de la vitesse sur la surface libre on démontre 


? 
? 
i 


T L 
Voo a) b) c) 


Fig. 84 


qu’en dehors des voisinages des points z, et z, les surfaces libres du 
jet ramifié sont voisines d’arcs de cercles de rayons 1 + g' (infé- 
rieur) et À + g (supérieur). 

I1 va de soi que les schémas d'écoulement par jets avec zones 
tourbillonnaires sont plus proches de la réalité. Considérons quelques 
variantes de ces schémas pour le cas le plus simple d’un écoulement 
autour d’une plaque plane (voir fig. 84 où est représentée la moitié 
supérieure de l'écoulement qui est symétrique à la moitié inférieu- 
re). Le schéma de la figure 84, a est analogue à celui qui a été traité 
au $ 22, chapitre V, où la zone tourbillonnaire représentait un 
domaine simplement connexe adjacent à la plaque. Lorsque V«, 
h et b sont donnés on détermine aussi bien la valeur de la rotation w 
que la position du point critique (celui-ci est unique dans la moitié 
supérieure de l'écoulement). Dans le schéma de la figure 84, b au 
voisinage du point critique il se forme une petite région de pression 
constante qui est entourée par la zone de rotation uniforme. Dans le 
schéma de la figure 84, c la zone de pression constante est grande 
alors que la zone de rotation est un anneau étroit. Le schéma de la 
figure 84, d est un cas limite du schéma précédent lorsque la zone 
tourbillonnaire disparaît. 

I] serait fort intéressant d'obtenir une famille de solutions du 
problème d’écoulement par jet autour d’une plaque, dépendant d'un 
certain paramètre et réalisant le passage continu du schéma d’écou- 
lement à zone simplement connexe de rotation uniforme (fig. 84, a) 
au schéma de Kirchhoff (fig. 84, d). Les schémas de la figure 84, betc 
sont probablement plus simples: le premier permet de mettre à 
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profit la petitesse de la zone de pression constante, le second, l'étroi- 
tesse de la zone tourbillonnaire. 

Il serait également intéressant de construire un modèle mathé- 
matique de la solution de ce problème dans le cadre du schéma d'écou- 
lement non stationnaire. La position est la suivante: une plaque 
plane est instantanément introduite perpendiculairement dans un 
jet; sous l’action de la viscosité il se forme immédiatement aux 
bords de la plaque (où la vitesse de l'écoulement à potentiel est 
infiniment grande) de petites zones de rotation uniforme. Ces zones 
grandissent, se déforment et, ayant atteint une certaine dimension 
critique, se détachent de la pla- 
que et sont emportées par le flux. 
Après cela, de nouvelles zones 
tourbillonnaires commencent à croî- 
tre aux bords de la plaque et le pro- 
cessus se répète. 

Problème du jet noyé. Soit un 
flux à potentiel infiniment pro- 
fond d’un fluide parfait animé 
d'un mouvement au-dessus du fond 
(l'axe des x) à la vitesse V, vers 
— © ; supposons qu’un jet entre par 
le fond (près du point x = 0) dans 
ce flux à la vitesse V, sous un Fig. 85 
angle & par rapport au fond. On F 
demande le mouvement de ce jet. 

En fait, ce n’est autre que le problème d'écoulement non station- 
naire. Il est probable qu'il n'existe même pas de schéma stable 
pour sa solution et il serait fort intéressant de dégager le mécanisme 
d’instabilité. Toutefois on peut essayer de décrire approximative- 
ment ce phénomène dans un schéma d'écoulement stationnaire. 

Voici quelques schémas possibles qui sont analogues aux schémas 
d'écoulement autour des corps avec décollement des jets. Dans le 
schéma de la figure 85, a le jet se déplace vers + sans adhérer au 
fond et laisse derrière lui une zone illimitée de fluide au repos. Dans 
le schéma de la figure 85, b le fluide adhère au fond à une certaine 
distance du point de sortie, en laissant derrière lui une zone limitée 
de fluide que l’on peut supposer au repos ou, dans une autre varian- 
te, en rotation uniforme. 

On pourrait s’attendre à ce que ces schémas admettent une descrip- 
tion mathématique relativement simple. 

Deux effets hydrodynamiques. Le premier effet est connu depuis 
longtemps et est utilisé dans plusieurs jouets. Il consiste en ce qui 
suit : une petite balle (en liège ou une balle de ping-pong, par exem- 
ple) peut être maintenue de façon stable dans un jet étroit d'air ou 
d’eau dirigé vers le haut. 
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Le second effet fut découvert assez récemment par M. Goldchtik. 
Prenons un cylindre rond dont la hauteur est plusieurs fois supérieu- 
re au diamètre et fixons-le de façon qu'il puisse tourner librement 
autour de son axe disposé horizontalement. Dirigeons sur ce cylin- 
dre un jet d’eau dont l’axe (lors de la formation du jet) est horizon- 
tal et passe légèrement au-dessous de l’axe du cylindre. Si l’épais- 
seur du jet est petite devant le diamètre du cylindre, celui-ci se met 
à tourner dans le sens attendu, notamment, sa partie inférieure suit 
le sens du jet. Mais il apparaît que dans une certaine gamme d'’épais- 
seurs du jet et de distances entre les axes du jet et du cylindre la 
partie inférieure du cylindre se meut 
dans le sens rétrograde! 

Les problèmes qui ont été analysés 
plus haut permettent d'expliquer ces 
effets. Considérons d’abord l'effet de 
stabilité de la balle dans le jet en 
nous limitant au problème plan 
d'écoulement d'un jet mince autour 
d’un disque. Supposons d’abord que 
l'axe du jet passe par le centre du dis- 
que de façon que le point de ramifica- 
tion des jets z, — —1 (les notations et 

Fig. 86 la disposition des axes de coordonnées 
sont les mêmes qu'au point précé- 
dent). On a déjà indiqué que dansle 

schéma d'un fluide parfait le point de confluence des jets z, peut 
être donné arbitrairement, mais il est physiquement clair que seul 
le cas symétrique se réalise, lorsque le point de ramification des jets 
ze = 1. Ceci est dû à la viscosité car, en effet, quelque petite que 
soit la viscosité la perte de vitesse du jet sera plus importante 
sur le plus grand des arcs de y aux extrémités z, et z, alors que 
le jet de plus grande vitesse agira sur le second jet de manière 
que le point z, se déplace vers la position diamétralement oppo- 
sée à Z1. 

On observe la même tendance dans le cas où l'axe du jet ne passe 
pas par le centre du disque; en première approximation on peut 
admettre que le point z. est diamétralement opposé à z,. Toutefois 
il faut tenir compte du fait que la perte de vitesse par viscosité (sur 
des portions de longueur égale) dans un jet épais sera un peu plus 
petite que dans un jet mince. Il en résulte que le point z, se déplace 
légèrement vers le jet mince et d’après le théorème de Joukovski 
de la portance (cf. chapitre V, $ 18) il apparaît une force agissant 
sur le disque du côté opposé au jet incident (fig. 86). 

La stabilité de la balle dans le jet admet donc l'explication sui- 
vante : si l’axe du jet passe par le centre de la balle il se réalise l’écou- 
lement symétrique, si pour une raison quelconque la balle se déplace 
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légèrement il apparaît immédiatement une force qui ramène son 
centre sur l’axe du jet. 

Les mêmes causes sont à l’origine de la rotation du cylindre dans 
le cas normal où il est contourné par un jet mince: si l'axe du jet 
passe au-dessous de l’axe du cylindre, la partie épaisse du jet occu- 
pera plus de moitié du cercle contourné de sorte que le cylindre tour- 
nera dans le sens où il est entraîné par le jet épais (dans le sens anti- 
horaire sur la fig. 86). Il nous reste à expliquer le cas de rotation ano- 
male du cylindre. 

Supposons que l'épaisseur du jet 2h soit grande devant le rayon 
du cylindre considéré toujours comme égal à 1. Envisageons d’abord 
le cas d'écoulement symétrique lorsque l’axe du jet passe par l'axe 


du cylindre (fig. 87), i.e. le point de bifurcation du jet z, = —1. 
Si l’on adopte le schéma du fluide parfait, alors conformément à ce 
qui a été dit au début de ce paragraphe, il se crée en aval du cylindre 
des zones D, et D; à rotations uniformes +. Chacune de ces zones 
est limitée par l'arc de cercle baigné, par le segment [1, b]de l'axe 
des x et par la courbe reliant l'extrémité de l'arc avec le point (b, 0); 
dans la partie restante du jet D, UD; l’écoulement est à potentiel. 
Si l'épaisseur du jet 2h est suffisamment grande, la dimension 
de la zone tourbillonnaire peut être arbitraire: du zéro à une cer- 
taine valeur limite. La dimension limite diminue avec h et pour de 
petits k on peut l’associer à une quantité d’ordre k. La viscosité 
modifie la figure: on n'aura pas l'écoulement stationnaire décrit 
ci-dessus. Une petite zone tourbillonnaire prend naissance en aval 
du cylindre, croît et après avoir atteint une dimension limite se déta- 
che du cylindre. Compte tenu des raisonnements précédents sur la 
formation des zones tourbillonnaires dans les jets il semble naturel 
d'admettre qu’à de petites valeurs de k correspondent des zones tour- 
billonnaires de petites dimensions à l'instant du décollement ?). 
A présent on est à même d'expliquer le paradoxe de la rotation 
du cylindre. Supposons que l’axe d’un jet suffisamment large passe 


1) 11 serait intéressant de vérifier expérimentalement si les dimensions 
des zones qui se détachent dans le cas du fluide visqueux correspondent aux 
dimensions limites possibles de ces zones dans le schéma du fluide parfait 
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au-dessous de l’axe du cylindre (fig. 88). Pour les raisons exposées 
précédemment il convient d’adopter comme écoulement principal 
{irrotationnel) un écoulement tel que les points z, et z, de bifurca- 
tion et de confluence des jets soient diamétralement opposés. Or 
au-dessous du cylindre le jet sera alors plus large qu’au-dessus. Si 
l’on admet que la viscosité est aussi petite que l’on veut, il commence 
à se former au voisinage du point 
de confluence deux zones tour- 
billonnaires D, et D; grossis- 
sant avec le temps. Ces deux zo- 
nes se détacheront du cylindre 
une fois atteinte une certaine di- 
mension critique. Or la dimen- 
sion critique de la zone D; corres- 
pondant à un jet plus large se- 
ra plus grande que celle de D. 
Pour cette raison l'arc de cercle 
le long duquel le sens du flux de 
Fig. 88 rotation est contraire à celui du 
jet, sera plus grand pour le jet 
inférieur (cet arc est marqué sur la figure 88 par un trait épais). En 
raison du frottement ce dépassement fournit précisément le moment 
complémentaire qui fait tourner le cylindre dans le sens opposé 
à celui du jet large (dans le sens horaire sur la fig. 88). 

Il est établi par l’expérience que le sens paradoxal de rotation 
du cylindre disparaît si le fluide est pratiquement non visqueux (si 
son nombre de Reynolds est très élevé) ou, au contraire, trop vis- 
queux (nombres de Reynolds très petits). Cette expérience confirme 
le caractère naturel de l'interprétation présentée. 


$ 28. Problèmes de jets spatiaux 


Problème de jets opposés. La solution de ce problème permettra 
d'expliquer au paragraphe suivant certains phénomènes dérivant 
de l'effet de charge creuse, d’où son grand intérêt. Le problème se 
pose en ces termes. 

Déterminer un écoulement à symétrie axiale réalisant les condi- 
tions suivantes : 1) lorsque z —> —o le jet tend asymptotiquement 
vers un cylindre de rayon r, dont l'axe coïncide avec celui des x et 
s'écoule à la vitesse V, dans la direction de cet axe; 2) lorsque x —+ 
—+ + oo le jet tend également asymptotiquement vers un cylindre de 
rayon r, << r, et s'écoule à la même vitesse V, à la rencontre du pre- 
mier jet; 3) sur la surface libre des jets la pression est constante ou, 
ce qui revient au même, la vitesse est constante et égale à Vs 
(fig. 89). Les densités des deux jets sont supposées égales. 
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Commençons par traiter ce problème sur le plan, i. e. nous sup- 
posons que la section de la figure 89 n’est pas une section axiale mais 
une section parallèle du champ. Le problème est manifestement sy- 
métrique par rapport à l'axe des x, mais si l’on considère la partie 
de l'écoulement située au-dessus de l'axe des z et que l'on fasse 
intervenir le principe d’inversion de l'écoulement, on constate que 
ce problème coïncide avec le problème de choc oblique d’un jet contre 
une droite qui a été résolu au début du chapitre. On a notamment 


Fig. 89 


montré que l'application du plan du potentiel complexe & = @ + àp 

sur le plan d'écoulement z:— x + iy est donnée par la formule 
è 

2= | eo dE, (1) 


ot. 


où la fonction G se détermine à partir de l'équation (3), $ 27 dans 
laquelle il faut poser g = r, et g' = r,; l’angle a d’inclinaison par 
rapport à l'axe des x du jet formé par le choc est donné par 


PR ho 

COS =. (2) 
Dans la variante à symétrie axiale on n'arrive pas à obtenir une 
solution aussi complète du problème. La raison en est dans le fait 
que la solution de la variante plane fait intervenir un passage au 
plan de l’hodographe w = log g’ (£), où g est une fonction inverse 
du potentiel complexe, ce passage étant également une transforma- 
tion conforme. Pour les transformations quasi conformes un tel pas- 
sage est aussi possible : c'est le passage au système dérivé (cf. cha- 
pitre III). D'après les formules (11) du $ 11 il vient que dans ce cas 

le système dérivé est de la forme 


a __,.ô0t ôt ôa _ sinœ + 3 
op |" op" à — ET] D (3) 


où t — log V et « est l'angle d'inclinaison de la vitesse par rapport 
à l’axe des r. Malheureusement, le système (3) n’est pas homogène 
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(il contient un terme en e-*), quant à la théorie des transformations 
quasi conformes elle n’a encore pas été élaborée pour ces systèmes. 

Force est donc de se limiter aux solutions approchées de ce pro- 
blème et à son analyse qualitative. L'aspect qualitatif général de la 
solution est à peu près le même que dans le cas plan: après la colli- 
sion les jets forment une nappe qui s'approche asymptotiquement 
d’un cône circulaire d’axe x (la figure 89 représente la section par un 
plan quelconque passant par l’axe de révolution). A la différence du 
cas plan où, après la collision, l'épaisseur du jet tend asymptotique- 
ment vers ro + Fr, l'épaisseur de la nappe ô tend vers zéro à mesure 
qu'on s'éloigne de l’axe de révolution. 

Les éléments essentiels du calcul sont l'angle « que fait la géné- 
ratrice du cône asymptotique avec l’axe des x et la loi de diminution 
de l'épaisseur de la nappe 6. Ces grandeurs peuvent être déterminées 
par des raisonnements physiques. Le fluide étant incompressible et 
les jets dépourvus de sources et de puits la somme des flux du vecteur 
vitesse à travers les sections droites des jets (somme qui tend vers 
Vo (nr + nr?) lorsque les sections s'éloignent vers +o suivant 
l’axe des x) doit être égale au flux de ce vecteur à travers la section 
droite de la nappe (ce flux étant égal à 2x rôV, pour de grands r). 
D'où il vient aux infiniment petits d'ordre supérieur près 


6m UE, (4) 


Pour déterminer l'angle & on peut se servir, comme dans le cas 
plan, de la loi de conservation de la quantité de mouvement: la 
projection de la quantité de mouvement sur l'axe des x avant et 
après la collision doit se conserver. Considérons deux éléments de 
jets représentant des cylindres de hauteur 1 au voisinage du point 
x = +oo; leur quantité totale de mouvement est égale à (nr —nri)Vs 
si la densité est égale à 1 (ce que l’on suppose). Après la collision, 
lorsque ces éléments se trouvent près du cône asymptotique, la 
projection de leur quantité totale de mouvement sur l'axe des x est 
à peu près égale à (2xrô) V, cos a Æ 2x (r5 + ri). D'où 


r$—rf 

CSA = - (5) 

Problème de tourbillons. Dans la variante à symétrie axiale on 

peut également considérer des problèmes de tourbillons dans les flux 

ou jets illimités. Notons tout de suite qu’à la différence des problèmes 

plans il ne se forme pas ici, en aval du corps contourné, deux zones 

tourbillonnaires mais une seule avec des tubes de courant toroïdaux 
(fig. 90). 

Voici une position de ces problèmes. On demande un écoulement 

ayant l’axe des x pour axe de symétrie. L'écoulement se décompose 

en une zone tourbillonnaire D, et une zone à potentiel D,, D, étant 
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un domaine borné ayant l’axe des x pour axe de symétrie et D, étant 
le complément de D,. Dans D, l'écoulement est à symétrie axiale et 
à rotation uniforme w, dans D, l'écoulement est semblable, à poten- 
tiel et de vitesse à l'infini V.. On fixe la valeur de V, et la longueur 
a du segment formé par l'intersection de D, avec l’axe des x, la va- 
leur de w et la frontière commune des zones D, et D, étant choisies 
à partir de la condition de continuité du champ de vitesses dans tout 
l'espace. 

Mettons ce problème en équations. En désignant par V, la com- 
posante du vecteur vitesse sur l’axe des x et par V, la composante 


Fig. 90 


radiale, l’une des équations, la condition d’absence de sources, s'écri- 
ra de la même façon pour les deux zones D, et D, : 


9 (rV,) d(rVr) _n. 
De Dome (6) 


l’autre, qui est liée aux tourbillons, se note 


dans Do: Je au —©=0, dans D;: ue sen (7) 


Tor. gr 
Si l’on introduit comme auparavant une fonction de courant 
telle que rV, = rV, = —+, on constate que w est solution 


de l'équation 
2 (+ D )+ ô (+ aÿ 


r ôx Tr Ôr 


) = —Ee0, (8) 


où e — 0 dans . domaine D, et e = 1 dans D.. 

La solution exacte du problème est aussi difficile à obtenir que 
dans le cas plan. Toutefois il est possible, comme dans le cas plan, 
de trouver des solutions approchées par exemple à l’aide des formules 
de la vitesse dans des couches minces. Dans le même ordre d'idées on 
peut obtenir des solutions approchées des problèmes d'écoulement des 
flux à symétrie axiale autour de corps à symétrie axiale en supposant 
qu’en aval du corps se forment des zones tourbillonnaires. 

Rotation d’un fluide dans un récipient. Parmi les problèmes classi- 
ques d'hydrodynamique on trouve le problème de calcul de l’écoule- 
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ment d’un fluide par un orifice rond pratiqué au fond d’un récipient 
cylindrique. On sait par expérience que le flux qui paraissait initiale- 
ment au repos acquiert dans la zone d’écoulement en plus de la vites- 
se radiale naturelle une grande vitesse de rotation. (On observe ce 
phénomène en vidant une baignoire). 

On a essayé d’expliquer ce mouvement de rotation du fluide par 
la rotation de la Terre ou par une mise en rotation accidentelle. 
Toutefois les calculs effectués sur le schéma du fluide parfait ne con- 
cordaient pas numériquement avec les données empiriques. La dis- 
cordance la plus frappante entre la théorie et l'expérience se manifes- 
te dans le phénomène suivant : lorsque le fluide s'écoule par un ori- 
fice pratiqué au fond d’un récipient cylindrique en rotation (fig. 94) 
le moment cinétique résultant du fluide 
(par unité de masse) par rapport à l’axe ver- 
tical durécipient croît avec le temps. Ce fait 
est facile à vérifier expérimentalement : 
il suffit de mettre en rotation un récipient 
cylindrique rempli de fluide jusqu’à une 
certaine (petite) vitesse angulaire, puis 
d'ouvrir l'orifice au centre du fond et de 
mesurer le moment cinétique résultant du 
fluide rapporté à sa masse. 

Il en résulte un effet qui paraît de pri- 
me abord inattendu. Fixons ledit récipient 
rempli de fluide sur des roulements à bil- 
les de façon qu'il puisse librement tourner 
autour de son axe.iSi on lui communique une certaine vitesse angu- 
laire, puis qu’on cesse l'effort de rotation en même temps qu'on 
ouvre l'orifice du fond, on constate que la vitesse de rotation du 
cylindre se met à croître! 

Cet effet trouve probablement son explication dans la viscosité. 
Dans le schéma du fluide parfait l'écoulement aurait entraîné une 
brusque augmentation de la vitesse angulaire des anneaux fluides 
de petit rayon près de l’axe de rotation. À mesure qu'on se serait 
éloigné de l’axe l’accroissement de la vitesse angulaire se serait éva- 
noui rapidement et l'écoulement du fluide n'aurait eu aucune in- 
fluence sur la vitesse de rotation du récipient lui-même. Or, sous 
l'influence de la viscosité la différence entre les vitesses angulaires 
des anneaux fluides de différents rayons est moins sensible. c'est- 
à-dire la vitesse des anneaux près de l’axe diminue alors que celle 
des anneaux périphériques augmente. Ceci conduit, en vertu des 
conditions d’adhérence aux limites, à l'augmentation de la vitesse 
de rotation de l’ensemble du récipient. 

En se servant du schéma décrit on peut aussi essayer d'effectuer 
un calcul approché. Pour ce faire il faut imaginer que le fluide est 
composé d’un certain nombre de couches cylindriques en chacune 


a — 


Fig. M 
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desquelles il circule avec une rotation uniforme x, la prise en 
compte de la viscosité fournissant certaines relations entre les w ; 
le champ de vitesses du fluide est supposé continu dans tout le cy- 
lindre. On est donc en présence d'un problème de raccordement du 
type de ceux traités au chapitre V. On peut le résoudre sur ma- 
chine. 

Voici encore un problème voisin du précédent. Soit un cylindre 
rempli de fluide et animé d'une rotation uniforme autour 
de son axe; une tige immobile y est introduite coaxialement. Si la 
viscosité du fluide est petite, sa surface libre sera proche d’un para- 
boloïde de révolution comme s’il n’y avait pas de tige (fig. 92. a). 
Par contre, si la viscosité est notable, le fluide se trouve plus élevé 
au centre qu’à la frontière du cylindre (fig. 92, b). On peut modifier 
l'expérience en laissant immobile le cylindre rempli de fluide visqueux 
et en faisant tourner la tige ronde 
introduite dans le fluide suivant 
l'axe du cylindre: le fluide montera 
le long de la tige. 

L'interprétation qualitative du 
phénomène est la suivante. En 
l'absence de viscosité, toutes les 
vitesses sont perpendiculaires à 
l'axe de cylindre en cas d’écoule- 
ment stationnaire ; le champ de vi- 
tesses et la répartition de pressions 
dans le fluide se calculent aisément. Fig. 92 
La présence de la viscosité entraî- 
ne, comme dans le problème précé- 
dent, un accroissement des vitesses et une surpression près de l’axe 
du cylindre; cette surpression explique l'apparition des composan- 
tes des vitesses parallèles à l’axe du cylindre et dirigées vers la sur- 
face libre du fluide. 

Des raisonnements à peu près analogues permettent d'expliquer 
encore deux effets. Le premier fut signalé par A. Einstein: si l’on 
remue du thé dans un verre avec une cuillère, les brindilles se rassem- 
blent au centre du verre. Le second effet s’observe dans les cours 
d’eau rapides. Près de la rive, là où le lit de la rivière est concave, 
les vitesses ont une composante élevée dirigée vers le bas; dans ces 
endroits le courant entraîne les corps flottants vers le fond et trans- 
porte le sable du fond vers la rive opposée. 

Problèmes spatiaux. Considérons encore quelques problèmes 
essentiellement spatiaux (sans symétrie axiale), dans lesquels on 
se limitera à une explication qualitative des phénomènes. On pour- 
rait également procéder à un calcul numérique (approché) mais il 
est assez compliqué et nécessite des études préliminaires. Ces problè- 
mes ont déjà été considérés dans la position plane. 
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Choc d'un jet contre un plan. Soit un jet ayant à l'infini la forme 
d’un cylindre de rayon r,, dont l'axe est contenu dans le plan y — 0 
et fait un angle & avec l'axe des x négatifs. Ce jet doit s'écouler sur 
le plan z = 0, la vitesse sur la surface libre L (fig. 93) devant être 
constante et égale à 1 par exemple. 

Pour la solution qualitative du problème on admettra en pre- 
mière approximation qu'en dehors du disque 2° + ÿ < R°,R > ro, 
les lignes de courant sont les rayons issus de l'axe des zet que la vites- 
se est voisine de 1. On supposera que la hauteur de la surface libre 


Fig. 93° 


au-dessus du cercle z° + y? — r°, où r >R, dépend linéairement 
de x, soit z — ax + b. Pour calculer les constantes a et b on utilisera 
les conditions de constance du débit et le théorème de la quantité 
de mouvement. 

Le débit du jet est égal à N = sr? pour de grands z et à 2xr (a + 
+ b) au-dessus du cercle zx? + y° = r°, d'où 


a+b= Lu $ 
La projection sur l’axe des x de la quantité de mouvement de la masse 
fluide dans un petit cylindre de hauteur 1 dans le jet pour de grands z 
est égale à xr3 cos «& (la densité est supposée égale à 1). Avec le temps, 
cette masse occupera le volume découpé dans le tronc de cylindre 
<< i + y < (r + 1)° par le plan z — 0 et par la surface libre, 
quant à la projection sur l'axe des x de la quantité de mouvement 
correspondante elle vaut 


2x (+17 2n . 
b fe r dr \ x cos p dp — b Î r? dr | cos?pdp= 5 (3r2+3r + 1). 
” 


r 0 
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En égalant les expressions obtenues on trouve que b Fm ee et, 
par conséquent, a Æ sa. Ainsi donc, 
rm (1 +2 cos æ cos p) (9) 


(on doit évidemment encore poser & << 60° pour que 2 cos & << 1). 

Choc d'un jet contre un corps convexe. Si le jet est suffisamment 
mince, alors, comme dans le cas plan, on peut supposer qu’au voi- 
sinage du point d'impact du jet sur la surface du corps et du point de 
fuite du jet, l'écoulement est à peu près le même que dans le cas du 
choc du jet contre un plan. En dehors de ces voisinages on peut ad- 
mettre que les jets sont à symétrie axiale. C’est le cas notamment du 
problème du choc d’un jet contre une sphère. Si l’on tient encore 
compte de l'influence de la visco- 
sité, alors selon les mêmes raison- 
nements que dans le cas plan 
(cf. p. 216) on doit supposer que le 
point de fuite se trouve sur le mê- 
me diamètre que le point d'impact. 
Ceci nous permettra d'expliquer 
la stabilité de la sphère dans un 
jet, même pour la position spa- 
tiale. 

Choc d'un jet contre un cylin- 
dre. La particularité de ce problème 
consiste en ce qu’à l'endroit de la Fig. 94 
fuite, qui est opposé à celui d’im- 
pact, il se forme derrière le cylindre non pas un jet mais une couche 
fluide. Le début de la résolution du problème est le même que dans 
le cas d’un choc contre la sphère mais après le choc on a à considérer 
l'écoulement de l’eau en couche sur la surface du cylindre. Si l'on 
admet que l’axe du jet est orthogonal à la surface du cylindre, il 
est possible d'effectuer un calcul approché qui nous donnera la dis- 
tribution des lignes de courant sur la surface du cylindre au voisinage 
de l'impact. Cette distribution est représentée sur la figure 94, a. 
Sur la figure 94, b est donnée la distribution de l'épaisseur de la 
nappe quittant le cylindre. 

Le schéma décrit peut être précisé par l'introduction, au voisinage 
de la fuite du flux, de zones tourbillonnaires comme dans le cas plan. 

Il paraît intéressant d’envisager encore le cas où le diamètre 
du jet est commensurable avec le diamètre du cylindre et son axe 
ne coupe pas celui du cylindre. La résolution de ce problème expli- 
querait entièrement l’effet de Goldchtik décrit précédemment dans 
la position plane. 
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Débouchage d'une bouteille. On sait depuis longtemps comment 
déboucher une bouteille partiellement remplie de liquide. Le bou- 
chon saute si l’on frappe le cul de la bouteille avec la paume de la 
main. En quoi consiste le mécanisme de cet effet ? 

L'expérience montre que cet effet se manifeste lorsque l'axe de 
la bouteille est incliné et le coup dirigé suivant cet axe. Qualita- 
tivement le phénomène est assez clair: le coup crée une accélération 
« de choc » dans la bouteille, la surface libre acquiert une vitesse 
angulaire et par suite la masse de liquide proche du côté inférieur de 
la surface de la bouteille est animée d'une vitesse dirigée vers le bou- 
chon. L'effet de choc contre le bouchon est amplifié par le goulot 
étroit de la bouteille. 

L'effet se manifeste également si l'on secoue préalablement la 
bouteille de manière à y former des bulles d'air (aération). Les forces 
élastiques naissant dans les bulles agissent à la façon d’un ressort 
comprimé, elles forment précisément le jet qui expul- 
se le bouchon. 

On verra au paragraphe suivant que des effets ana- 
logues sont à la base de très importantes réalisa- 
tions techniques. 
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L'expérience de Pokrovski. Le professeur Pokrov- 
ski procéda à l'expérience suivante. Dans une éprou- 
vette en verre ou en métal il versa de l’eau et 1àâ- 
cha cette éprouvette d'une petite hauteur (10 à 20 cm) 
en position verticale sur la table (fig. 95). A l'instant 
où l’éprouvette atteignit la table il en sortit un filet 

‘ d’eau de plus d’un mètre de hauteur! 

Pour expliquer cet effet on a tout d'abord pensé 

que le choc faisait partir du fond convexe de l’éprou- 

| vette une onde élastique focalisée qui forme précisé- 

Fig. 95 ment le jet. Cette hypothèse n’a pas été confirmée : on 

a fabriqué des éprouvettes à fond plan et même con- 

cave, mais l’effet de formation du jet n’a pas disparu pour autant. 

On a bientôt expliqué l'aspect qualitatif du phénomène: lors 

du choc la surface libre reçoit une impulsion telle que son bord élevé 

à cause de la mouillabilité acquière instantanément une vitesse finie 

dirigée vers le bas ét la partie centrale, une vitesse dirigée vers le 
haut (voir fig. 95). C'est cette partie centrale qui forme le jet. 

Le trait commun de deux exemples décrits (bouteille et éprouvette) 

est que l'énergie est concentrée dans des directions déterminées, 

amenant la formation d'un jet mince mais puissant. Les effets de 

ce genre sont dits cumulatifs. 
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I1 convient de noter qu'on a réussi non seulement à expliquer qua- 
litativement ces expériences mais aussi à élaborer une méthode de 
calcul de quelques éléments du phénomène. Plus bas on considère 
des effets qui s'apparentent à ceux décrits, notamment l'explosion 
des charges dites creuses. On a su en donner non seulement une des- 
cription qualitative mais aussi établir plusieurs relations importan- 
tes pour les applications. 

Charges creuses. Commençons par la notion de détonation des 
matières explosives. Imaginons que dans un certain volume d’un 
milieu élastique illimité il se crée instantanément une grande pres- 
sion. Il s'ensuivra la propagation à travers le milieu d’une onde de 
choc, surface en amont de laquelle le milieu est au repos et en aval 
les particules ont une vitesse finie ; sur la surface même il y a un saut 
de pression, de densité et de vitesse. Si en même temps le milieu 
n’est pas le siège de réactions chimiques, tous les sauts sur le front 
d'onde diminueront à mesure qu'on s'éloigne du lieu de perturba- 
tion. On connaît toutefois beaucoup de substances (fluides et solides) 
donnant lieu à une réaction chimique avec un grand dégagement de 
chaleur en un point où la pression atteint une certaine valeur. Si 
une telle substance est parcourue par une onde de choc d'assez grande 
intensité, en aval de celle-ci il y aura un dégagement d'énergie qui 
alimentera le choc. En règle générale il s'établit vite un processus 
stationnaire caractérisé par les valeurs invariables des chocs de pres- 
sion, de densité et de vitesse sur le front d’onde de choc ainsi que par 
la valeur constante de la vitesse de propagation de l'onde elle-même. 
Les matières possédant ces propriétés sont dites brisants et le proces- 
sus de leur transformation, détonation. 

Voici quelques données moyennes se rapportant aux brisants soli- 
des les plus usités en technique (trotyl, ten, hexogène, etc.): den- 
sité : 4 à 1,5, vitesse de détonation : 5 à 10 km/s, pression en aval du 
front d'onde : 100 à 200 tonnes/cm°. Ces explosifs se transforment donc 
quasi instantanément en gaz, la pression naissant étant capable de 
détruire le matériau le plus résistant. L'explosion d'un cube de 100 g 
d’une telle substance produit un enfoncement dans un bloc d'acier, 
broie du granit. 

Pour nous faire une idée de la charge creuse procédons à l’expé- 
rience suivante. Sur un bloc d'acier de 20 cm d'épaisseur plaçons six 
charges de brisant ayant la forme d'un cylindre de 15 cm de hauteur 
et de 4 cm de diamètre (fig. 96). Les charges a et b sont supposées 
pleines, les autres présentent un creux conique tourné vers le bloc; 
les creux des deux dernières charges (e, f) sont munis de cônes en 
acier de 1,5 mm d'épaisseur. Les charges a, c, e sont posées directe- 
ment sur le bloc, les autres sont placées à une hauteur égale à une 
fois et demie le diamètre de la charge. L'amorçage des charges se 
fait à l'endroit marqué par la lettre À sur la figure 96. 

Sur la figure 96 est également représentée l’action de ces charges. 
15 


228 JETS (CH. VU 


Il est remarquable, voire paradoxal, que l'action de perforation soit 
amplifiée dans le cas f où la charge présente un creux avec une enve- 
loppe métallique et est éloignée du corps à perforer. 
L'amplification de l’action perforante d’une charge avec un 
creux (charge c) fut découverte dans la seconde moitié du siècle der- 
nier et reçut le nom d’effet de la charge creuse. A l’époque son ap- 
plication se limitait à quelques problèmes techniques miniers. Un 
peu plus tard on découvrit que l’action de perforation était considé- 
rablement accrue par l'introduction d’un revêtement métallique du 
creux. En 1914 fut enregistré le premier brevet sur l’utilisation de 
cet effet dans des buts militaires, à savoir l'invention de l’obus per- 
forant. Mais c'est seulement pendant la Seconde Guerre Mondiale 
que l'effet de la charge creuse fut largement utilisé. La théorie de 


DRNmR 


pe 


Fig. 96 : 


ce phénomène fut élaborée vers cette période. Cependant il faut at- 
tendre 1948 pour voir apparaître la première publication [7] sur les 
éléments de la théorie de la charge creuse avec enveloppe métallique. 
Elle fut écrite par un groupe de savants sous la direction de G. Tay- 
lor et G. Birkhoff. 

Prémices physiques. L'élaboration de la théorie quantitative 
nécessita des prémices physiques simples et assez bien fondées; 
l'attention fut concentrée sur la charge creuse avec enveloppe mé- 
tallique. La théorie de première approximation se fonde sur les hypo- 
thèses suivantes: 

1. La détonation se produit instantanément, l’action de l’explo- 
sif sur l'enveloppe se réduisant à l'impulsion dirigée perpendiculai- 
rement à la surface du cône. 

2. Le matériau de l'enveloppe ainsi que l'acier à perforer sont 
supposés être un fluide parfait incompressible. 

Les deux hypothèses se justifient aisément bien qu’au premier 
abord le fait que l'acier est assimilé à un fluide parfait paraît tout 
à fait injustifié. La raison est qu’au moment de l'explosion de la 
charge creuse les pressions sont de l’ordre de 100000 atmosphères, 
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or à ces pressions les forces élastiques ne représentent que quelques 
centièmes des forces d'inertie. 

Dans les hypothèses admises l'image qualitative du phénomène 
se présente ainsi. A l'instant initial tous les éléments de l'enveloppe 
conique fluide sont animés d'une vitesse (de l’ordre de 2 km/s) dans 
le sens de l’axe du cône et il se produit une réduction de section du 
cône avec épaississement de ses parois. A l’approche de 
l'axe du cône une partie de ces éléments est éjectée à la 
façon de l’eau de mer à l'entrée dans une baie cunéifor- 
me. On assiste donc à l'« extrusion » d’un jet filiforme 
(fig. 97). Le calcul ci-dessous montre que plus le cône 
est aigu plus la vitesse du fil est grande. D'habitu- 
de, les vitesses qu'on observe ici sont de l’ordre de 2 
à 10 km/s ; dans certaines expériences la vitesse atteint 
jusqu’à 90 km/s. 

Ce fil exerce une pression de l’ordre de 1 000 000 
atmosphères sur le blindage, ce qui justifie l'applica- 
bilité du schéma du fluide parfait à l'élaboration de 
la théorie de la perforation. L'image qualitative de la 
perforation, i.e. de la pénétration du.jet dans l'obstacle, 
ne diffère de celle de la formation du jet que par 
une inversion du temps (remplacement de t par —t). Fig. 97 
Le processus est caractérisé par la diminution de la 
longueur du jet à mesure que le processus évolue car pour cha- 
que portion perforée est dépensée une portion de jet. 

Schéma de calcul. Conformément à la résolution qualitative du 
problème présentée ci-dessus il est possible, aussi bien dans la théorie 
de la formation du jet que dans la théo- 
rie de la perforation, d'utiliser, avec 
un degré de précision suffisant, la 
solution du problème des contre-jets 
exposé au début de ce chapitre. Toute- 
fois s'agissant de la théorie de la per- 
foration où les densités du jet de charge 
creuse et du blindage sont en général 
différentes il y a lieu de généraliser 
quelque peu sa position. 

Le problème se pose ainsi. Le long 

Fig. 98 de l’axe de symétrie (pris pour axe des 

x) s'écoule de gauche à droite un jet 

de fluide de densité p, admettant 

asymptotiquement au voisinage de — un diamètre 2r, et une vi- 

tesse V,; à sa rencontre, de droite à gauche, s'écoule un jet 

de densité p, ayant asymptotiquement, au voisinage de œ, un dia- 
mètre 2r, et une vitesse V, (fig. 98). 

L’écoulement se caractérise par les surfaces libres T', et l, et par 
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la surface de séparation y des milieux de densités différentes. L'écou- 
lement étant supposé stationnaire, la pression selon la formule de 
Bernoulli est égale à 


P=C—{+vr, (1) 


où C est une constante égale à la pression à V = 0, i.e. au point où 
l'axe des x coupe la surface de séparation y (supposons que ce soit 


le point x = 0). De la condition de constance de la pression dans 
le milieu il résulte que sur la surface libre l, on a V = V, et sur la 
surface de séparation y 


PoV 3 = pv, (2) 


où V, et V, sont respectivement les vitesses des courants venant de 
+ co. Il en résulte que la vitesse le long de l, qui est égale à la valeur 
limite de la vitesse du jet à + oo sera 


= 2v (3) 


Tout ce qui vient d’être dit jusqu'ici vaut aussi bien pour le pro- 
blème plan que pour celui à symétrie axiale. Traitons maintenant plus 
en détail le cas plan. 

Désignons par 


Lo (2) = Po + or 1 (2) = Pa + da (4) 


les potentiels complexes de nos flux opposés. En vertu de la symétrie 
de ces flux par rapport à l’axe des x il suffit de considérer leurs par- 
ties situées dans le demi-plan supérieur. Ces parties sont appliquées 
de façon conforme par les fonctions f, et f, sur les bandes horizontales 
de largeur égale aux débits correspondants gs = Voro et Qi = Viri- 
Les fonctions f, et f, sont définies à des constantes additives près 
que l’on peut choisir telles que les bandes dans le plan du potentiel 
w = p—+ àp soient {0 << go} et {—g1 << LO0} et que le 
point de ramification des flux z — 0 soit envoyé par les deux appli- 
cations dans le point w = O0 (fig. 99). 
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Pour résoudre ce problème il faut trouver les courbes l',, F, et y 
et les transformations correspondantes (4) telles que le long des cour- 
bes T, et l', dont les images sont les droites Ÿ = go et Ÿ = —g, on 
ait respectivement 


| fo (2) |= Vo 
ÉDI= = 2, 6) 
et le long de la courbe y dont l'image est l’axe des @ positifs, 
PCI A TECI (6) 


Notons encore que les applications (4) transforment respectivement 
les demi-axes des x négatifs et positifs en les bords supérieur et infé- 
rieur de la coupure le long de l’axe des @ négatifs (voir fig. 99) si 
bien que 


arg f,(z) =0 pour z<0, (7) 
arg f{(z)=—7x pour z>0. 


Le problème se trouve sensiblement simplifié si l'on passe de f, 
aux fonctions 


Gr (w) = log gx (1), (8) 
où À = 0, 1 et g, sont les inverses des fonctions (4). Les fonctions G; 
doivent satisfaire aux conditions aux limites suivantes : sur les droi- 
tes Ÿ — go et Ÿ — —g, respectivement 
Re Go (w) = log Vos Re G; (w) = 108 Vo+ + log æ, (9) 
sur le demi-axe des positifs 
ReG(w)=ReG(w)++ loge, ImG(w)=ImGo(w), (10) 
1 
et sur les bords inférieur et supérieur du demi-axe des @ négatifs 
respectivement 
ImG,(w) =0, ImG,(w) = n. (11) 


Il découle de (10) que la fonction G; (w) — + log e est le pro- 
longement analytique de G, (w) au-delà du demi-axe des œ positifs 
et, par conséquent, la fonction 
Go(w) pour 0 << go; 


EG) Qu) Log 8 pour —g <ÿ<0 


(42) 


réalise une transformation conforme de la bande munie d’une cou- 
pure le long de l’axe des p négatifs (fig. 99) sur la demi-bande {Re & << 
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< log Vs, 0 << Im & << x}. Sans restreindre la généralité on peut 
admettre que V, = 1 de sorte que G coïncidera avec la fonction envisa- 
gée au $ 27 lors de la résolution des problèmes de choc d’un jet contre 
une droite et des jets opposés. Sachant G, on peut à partir de (12) 
et (8) trouver les fonctions f, et f, et dé- 
terminer ainsi la forme des jets et la dis- 
tribution des vitesses dans le flux. 

Dans le cas d’une symétrie axiale on 
n'arrive pas à obtenir une solution aussi 
complète. Toutefois, en utilisant la théorie 
des transformations quasi conformes et en 
reprenant les raisonnements physiques don- 
nés au début de ce chapitre (à cette diffé- 
rence près que les densités des jets sont 
maintenant distinctes) on est conduit aux 
conclusions suivantes: 

1. En s'éloignant indéfiniment de{l’axe 
de révolution les lignes l, et l, s'appro- 
chent asymptotiquement d'une certaine 
droite de sorte qu’il existe un cône asymp- 
totique vers lequel tendent les surfaces 

Fig. 100 libres des écoulements par filets, qui limi- 
tent la «nappe» (fig. 100). 

2. La largeur 6 de la bande entre l', et l', tend vers zéro lorsque 

la distance r de l’axe de révolution croît: 


 8tri 
et (13) 


(condition d’incompressibilité du fluide). 
3. Entre les rayons r, et r, des écoulements par filets, leurs densi- 
tés p, et p, et l’angle & du cône asymptotique on a la relation 


r8— rt 
ré+ ri 


où À = ® (théorème de la conservation de la quantité de mouve- 
0 


ment). 

On va montrer que ces faits suffisent pour établir des formules 
de calcul approchées en théorie des charges creuses. 

Théorie de la perforation. Envisageons le schéma ci-dessus de la 
collision de deux jets fluides, rapporté à un repère mobile dans lequel 
le jet gauche (épais) est immobile. Dans ce système de coordonnées 
la vitesse du jet droit (mobile) sera égale à 


v= Vo+ Vi= (+2) v. 


Par analogie avec de nombreux problèmes de mécanique des 
milieux continus (théorie de l'aile d’avion, résistance d’onde des 


COS & = 


(14) 
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navires, calcul d'écoulement des eaux souterraines, etc.) on admet 
en théorie de cumulation que le processus de perforation est régi 
par les lois de pénétration stationnaire d’un jet fluide dans un fluide. 

En théorie de cumulation la vitesse V, de l'endroit d'impact 
sera en même temps vitesse de pénétration; en la désignant par uw 
on obtient 

À 
u=AVi=- Tv. 

Il résulte de la dernière formule que la vitesse de pénétration est tou- 
jours inférieure à la vitesse du jet; en particulier, si le jet et le blin- 
dage ont la même densité, la vitesse de pénétration sera deux fois 
plus petite que celle du jet. 

La formule (15) conduit encore au fait important suivant : si une 
section fixée du jet avance d’une distance L, le point de pénétration 
couvre une distance 


(45) 


À 
= L+ ST L 
et le jet se trouve alors raccourci d’une valeur 
7 u 
L—I=L | —+)= il 
d’où Le rapport de la longueur de la portion dépensée du jet 1, — L —T 
à la longueur de la portion perforée L est égal à 
ES 
PTT eh 
ou 
1 21/21 
== y À ls (16) 


En particulier, si les densités du jet et du blindage sont égales, alors 
1 = L,, c'est-à-dire la profondeur de perforation est égale à la longueur 
de la partie du jet dépensée pour cette perforation. 

La relation (16) est en bon accord avec le phénomène de perfo- 
ration lorsque le jet est de longueur finie. Supposons qu'une tige 
cylindrique fluide dont le diamètre est petit par rapport à sa longueur 
heurte coaxialement une autre tige cylindrique fluide. Pendant la 
période proche de l'instant où commence le choc on a un processus 
foncièrement non stationnaire, toutefois, en s'appuyant sur les prin- 
cipes variationnels on montre sans peine que les processus se dérou- 
lant à la tête du jet n'influent sensiblement qu'à une distance de 
l'ordre de 2 à 3 diamètres de jet. Lorsque le processus réel s'approche 
du processus stationnaire analysé plus haut ceci n’exige qu'une faible 
portion du jet (quelques diamètres en tout) que l’on peut négliger. 
On peut donc assimiler la longueur /, de la portion du jet dépensée 


234 JETS (CE. vi 


pour la perforation à la longueur du jet. On est ainsi amené à cette 


formule approchée pour la profondeur de pénétration du jet de charge 
creuse : 


I=V La, (47) 
Po 
où a est la longueur du jet, p, sa densité et p, la densité du blindage. 

À l’aide de la formule (17) il est possible de résoudre des problè- 
mes plus généraux tels que la perforation d’une masse fluide par un 
jet fluide d'épaisseur variable et de vitesse variable (suivant la lon- 
gueur du jet). En théorie de première approximation on peut admet- 
tre que chaque élément du jet opère comme si tout le jet lui était iden- 
tique; ce calcul quasi stationnaire est également d’usage répandu 
dans les problèmes non stationnaires des milieux continus. Il nous 
semble fort intéressant et important d'élaborer des méthodes d’esti- 
mation des erreurs de ce calcul et surtout des formules pour l'appro- 
ximation suivante compte tenu des termes non stationnaires. Ceci est 
valable non seulement pour le problème de perforation traité mais 
également pour tous les problèmes similaires de calcul quasi station- 
naire. 

Formation d’un jet de charge creuse. Le schéma précédent de 
rencontre de deux jets pour p, = p, peut aussi servir de base au cal- 
<ul des paramètres du jet de charge creuse. A cet effet désignons par V 
la vitesse commune des frontières des deux jets (selon la formule (5) 
on à ici V, = V,) et introduisons un nouveau système de coordon- 
nées se déplaçant le long de l’axe des x de droite à gauche à la vitesse 


ai où «a est l'angle d'ouverture du cône asymptotique de la nappe. 


Dans ce système, le cône asymptotique se déplace suivant la 
normale à sa surface à la vitesse U — V tg &, alors que la vitesse du 
jet de charge creuse se trouve égale à v = V + ne En y portant 
V = U cotg « on obtient l'expression de la vitesse du jet de charge 
creuse en fonction de l’angle au sommet & et de la « vitesse de réduc- 
tion » U du cône asymptotique: 


__1+cosa 


I] est également aisé d'obtenir l'expression du rayon du jet en 
fonction de l'angle & et de l'épaisseur du revêtement dans l’une de 
ses sections 1). Soit ô l'épaisseur du revêtement pour r —1. Alors en 
vertu de la formule (13) on a approximativement 26 & rà + r? et 


1) L'épaisseur d’une section du revêtement étant connue on peut déterminer 
tout le revêtement car la géométrie de ce dernier est définie par la forme do la 
nappe engendrée par deux jets. 
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selon (14) 


1+ cos a 


Tao = 
L 4—cos a 1° 


D'où il vient pour le rayon du jet de charge creuse 
r,== V6(1—cos a) = V 26 sin +. (19) 


Comme en théorie de la perforation on peut passer du schéma par- 
fait envisagé au calcul (en première approximation) de la charge 
creuse réelle. Commençons par le cas où le revêtement de la charge 
est un cône dont l'épaisseur varie selon la formule (13) et la charge 
est telle que tous les éléments du revêtement soient instantanément 
animés d’une vitesse U constante en grandeur et orientée suivant la 
normale au cône asymptotique. Si l'épaisseur du cône est petite par 
rapport à sa hauteur, on peut négliger la phase initiale non station- 
paire du processus et par conséquent admettre que la formation du 
jet est régie par le schéma de la figure 100. Le cône corroyé éjectera 
un fil dont le rayon se calcule par la formule (19) et qui se déplace 
à la vitesse donnée par (18). La longueur du jet et la profondeur de 
la perforation sont égales, d’après (16) et (17), à la longueur de la 
génératrice du cône. 

En utilisant le principe du calcul quasi stationnaire et en s’ap- 
puyant sur les formules (18) et (19) on peut calculer en première 
approximation le travail d’un revêtement métallique à distribution 
arbitraire d’impulsion (à symétrie axiale). Le jet qui en résulte sera 
évidemment d'épaisseur variable et en outre, les différents éléments 
du jet seront animés de vitesses différentes; certaines portions du 
jet en vol se contractent, d’autres s’allongent. 

Limites d’applicabilité de la théorie. La théorie de la première 
approximation présentée ci-dessus a été complètement confirmée 
par l'expérience pour des gammes assez larges de diamètres de char- 
ges, de formes et d'épaisseurs de revêtements, pour des matériaux 
de diverses densités et propriétés de résistance. Sur la figure 101 
la théorie hydrodynamique est comparée à l'expérience pour diver- 
ses valeurs de la vitesse v du jet de charge creuse. Dans cette expé- 
rience, le jet et la cible ont la même densité (tous les deux sont en 
acier), de sorte que À — 1 et d'après la théorie hydrodynamique 


(formule (15)) la vitesse de pénétration u= FL. On voit sur la figu- 


re 101 que le rapport +est voisin du rapport théorique pour les vites- 
ses du jet v >4 km/s. 
Toutefois on a rassemblé un certain nombre de cas non régis par 


la théorie et dont l'interprétation nécessite un important addenda à 
la théorie. 
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a) Cônes aigus. Selon les formules obtenues, plus l’angle est aigu, 
plus le jet est mince et plus sa vitesse est grande. La diminution pro- 
gressive de l’angle permet théoriquement d'atteindre des vitesses 
infiniment grandes et, par conséquent, des pressions infiniment gran- 
des dans la zone de formation du jet (conformément à la formule de 
Bernoulli). Cette conclusion qualitative n’est pas confirmée par 
l'expérience : aux petits angles « on observe une brusque chute de 
l’action de perforation (jusqu’à disparition complète) et la vitesse 
cesse de croître. L'étude quantitative de cet effet a mis en évidence 
le rôle essentiel du matériau du revêtement (nuance d'acier, plomb, 
aluminium, bérillium, etc.): chaque matériau se caractérise par son 


L 

& 

gs théorie hydrodynamique __ 
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0 25 6] - 43 v, m/s 
Fig. 101 


angle limite &, à partir duquel apparaissent des anomalies. Du 
moment que le problème d'obtention de grandes vitesses et pres- 
sions présente un intérêt intrinsèque on a vu paraître ces dernières 
années des travaux théoriques et expérimentaux ayant pour but un 
calcul plus précis pour de petits & et l’obtention des plus grandes 
vitesses possibles. Dans les calculs c’est la compressibilité qu'on a 
prise pour paramètre essentiel complémentaire de sorte que l’une des 
caractéristiques les plus essentielles du métal est son équation d'état, 
notamment l'indice de compression volumétrique. Parmi les travaux 
des savants soviétiques indiquons celui de N. Slezkin [6] et parmi 
ceux des savants étrangers celui de J. Walsch et coll. [9]. L'ouvrage 
expérimental de W. Koski et coll. [8] est le meilleur dans son genre. 
En réduisant la section du revêtement cylindrique en bérillium par 
une charge spéciale ces auteurs ont réussi à obtenir un flux de par- 
ticules — et non de jets — (dans le vide) avec des vitesses allant jus- 
qu'à 90 km/s. Moyennant quelques hypothèses supplémentaires les 
auteurs de l’ouvrage [8] calculent la valeur limite &«, au-dessous de 
laquelle le jet ne peut pas se former. 

b) Diamètre de l'orifice perforé. D'après la théorie hydrodyna- 
mique, l'obstacle perforé par le jet s’écarte de telle manière que tous 
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ses éléments acquièrent des vitesses correspondant à l'élargissement 
de l’orifice ; le jet se trouve alors étalé sur les parois. On admet que 
le processus est terminé lorsque tout le jet est étalé. Or, d'après le 
schéma du fluide parfait le mouvement imprimé par le fluide se pour- 
suit de telle manière que le diamètre de l’orifice croît indéfiniment. 
Il en résulte que la détermination du diamètre de l'orifice est un 
problème irrésoluble dans le modèle du fluide parfait. La distribu- 
tion initiale des vitesses peut être empruntée au schéma du fluide 
parfait et le calcul ultérieur effectué pour un milieu viscoélastique. 

c) Distance focale. L'expérience montre que pour chaque cône, 
en fonction de son épaisseur, son diamètre et sa hauteur et de la 
charge appropriée il existe une distance relative entre la charge et le 
blindage donnant lieu à la plus grande perforation. La chute brutale 
de l’action de perforation, lorsque la charge s'éloigne de l'obstacle, 
s'explique avant tout par l'instabilité du jet. L'étude du jet en vol 
sort elle aussi du cadre du fluide parfait et nécessite l'application 
de la théorie des écoulements viscoplastiques du métal. 
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CHAPITRE VIII 


MOUVEMENTS NON STATIONNAIRES 


Ce domaine de l'hydrodynamique qui est relativement jeune 
connaît à l'heure actuelle un développement intense, le nombre d’ou- 
vrages qui lui sont consacrés croissent d'année en année. L’attention 
des chercheurs y est attirée d’un côté par la difficulté et la nouveauté 
des problèmes et de l’autre par le fait que la plupart des problèmes 
sont imposés par les besoins techniques de nos jours : mouvement des 
navires à ailes portantes, recherche de nouveaux types de poussée, 

“processus rapides (y compris les explosions aériennes et sous-marines), 
étude et utilisation des phénomènes de la nature, etc. 

Ce chapitre est consacré à l'étude de quelques problèmes pris dans 
la très riche classe de problèmes liés aux mouvements non station- 
naires. Les problèmes de cette classe tiendront une place importante 
dans les chapitres suivants. 


$ 30. Position du problème 


Le problème du mouvement non stationnaire d’un fluide incom- 
pressible se pose dans les termes suivants. 

Supposons qu'un domaine spatial D rempli de fluide est donné à 
l'instant initial, disons à t — 0 et que la distribution des vitesses à 
cette date est connue ; on demande l'écoulement ultérieur du fluide. 

Cette position souffre pourtant d’une indétermination et néces- 
site des hypothèses simplifiant et concrétisant le problème. Les hypo- 
thèses simplificatrices les plus générales sont l'absence de viscosité 
et de potentialité de l'écoulement. Analysons-les de plus près. 

Ecoulements potentiels. Il est naturel de poser la question sui- 
vante: si à la date initiale t — 0 l'écoulement du fluide parfait in- 
compressible est potentiel, le restera-t-il toujours ? 

A cette question on peut répondre par l’affirmative, si l’on suppose 
encore que le fluide est placé dans le champ potentiel des forces exté- 
rieures F. En effet, soit donné un contour fluide fermé quelconque Z;, 
d’équation paramétrique r — r (s, t), où r = (x, y, z) est le rayon 
vecteur et s le paramètre qui varie en fonction du temps t sur l'in- 


$ 30] POSITION DU PROBLEME 239 


tervalle [0, 1]. La dérivée par rapport au temps de la circulation du 
vecteur vitesse le long de L, est 


dr d 
= | (V dn= 


1 . 
={ (Hal (r 4e 


d dr _ ôV ôv do 
Ha? À (v, =) = Era , de sorte que la seconde inté 


grale est égale à l'accroissement dela fonction Li le long du contour Z:. 
Cette intégrale est nulle puisque ce contour est fermé. Donc 


ae [(Gr), & 


d'où il suit, en vertu des équations du mouvement 


dV =. 4 
= = grad p, (2) 


où par hypothèse F dérive d'un potentiel et p est une constante, que 
l'intégrale du second membre est nulle. On vient de montrer que 
T= 0, or à l'instant initial on a T = 0, donc on a toujours F = 0, 
d’où la potentialité de l'écoulement. 

Décrivons la marche à suivre pour déterminer la variation er 
fonction du temps du domaine d'écoulement et du champ de vites- 
ses en l’absence de. forces extérieures. Désignons par D, la position 
du domaine d'écoulement et par œ (r, t) le potentiel des vitesses à 
une date t. Supposons encore que D , possède une frontière libre, une 
surface notée S;. La condition de constance de la pression sur cette 
surface conduit à la relation vérifiée partout sur S,: 


1 
+ Igradpl=c, (3) 


où cest une constante (cf. $ 1). C'est précisément cette relation qu'on 
peut utiliser pour la détermination approchée de D , et de œ. 
Choisissons un petit intervalle de temps ôt. Au bout du temps 6! 
chaque point de la frontière S du domaine D se déplace dans la direc- 
tion du grad œ,, où po = q (r, 0), d’une distance | grad œ, | ôé, 
de sorte qu'on obtient la surface Sy. Par ailleurs, conformément à 
(3) sur S, au bout du temps ô#, la valeur de q variera d’une quantité 


ôp = (c—+Igrad Po P) ôt. 
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Si l’on tient compte encore de la variation de @ sur le segment 


| grad mp, | ôt dont se déplace tout point de la surface S, on obtient 
sur Sy la valeur 


pr, ôt)= por) + (e+—- |grad qo[? ) êt. @ 


La résolution du problème de Dirichlet avec ces conditions aux limi- 
tes dans le domaine D;4, donne  (r, 6t). 

On pourrait poursuivre le processus décrit et obtenir ainsi la 
représentation approchée de D, et la valeur de œ (r, f) à « tout » 
instant f. 

En utilisant ce schéma R. Garipov a effectué sur ordinateur le 
calcul de l'écoulement non stationnaire d’un fluide parfait incom- 
pressible pourvu d'une surface libre dans un réservoir rectangulaire 
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de section {0 << <2, 0 Lx: LA}. A l'instant initial £ — 0 
la surface libre a la forme de la courbe (0) de la figure 102, qui relie 
les points 0 et 1. Sur la surface libre à l'instant initial le potentiel 
des vitesses est posé égal à z,, au sein du fluide il est calculé comme 
la solution de l'équation de Laplace satisfaisant aux conditions d’im- 
perméabilité sur les parois du réservoir. 

La figure 102 est la copie d’un blanc délivré par la machine sur 
lequel, outre la position initiale de la surface libre, sont visualisés 
les points obtenus par le calcul pour la date t — 0,244; ils sont mar- 
qués par les chiffres 2 et 3 et sont reliés par la courbe (7). Sur la même 
figure on a porté les courbes (2), (3), . .., (8) indiquant les posi- 
tions de la surface libre aux temps 0,488; 0,732; ...; 1,951 

Formellement, le problème a été résolu comme un problème spa- 
tial (d’axe x, perpendiculaire au plan de la figure), mais comme rien 
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ne dépend de x, il est en fait plan. Sur la figure 102 sont représentées 
les sections par les plans x; — 0 (les points affectés de l'indice 0 
sur la courbe (0) et de l'indice 2 sur la courbe (7)) et x; = 0,146 (les 
points d'indice 4 sur la courbe (0) et d’indice 3 sur la courbe (J)). 
Les points ne coïncident pas vu qu’en qualité des nœuds du schéma 
aux différences on a pris un maillage en quinconce mais les points 
correspondants sont situés sur la même courbe. 

Ce calcul permet de conclure à la stabilité du schéma ci-dessus 
de la solution approchée du problème d’écoulement non stationnaire. 

Problèmes aux frontières libres. La classe de problèmes d’écoule- 
ments potentiels non stationnaires d’un fluide parfait aux frontières 
libres est assez vaste. En fait notamment partie le problème classi- 
que de Cauchy-Poisson sur les ondes se propageant à la surface d’un 
lac par suite d'une perturbation quelconque de l’eau primitivement 
au repos. Voilà déjà près de 150 ans que le problème a été posé mathé- 
matiquement mais il n’a toujours pas été entièrement résolu. Jusqu'à 
une période récente on ne disposait que de théories approchées et de 
solutions exactes de caractère assez spécial. 

Ces dernières années l’Institut d'hydrodynamique de la Section 
Sibérienne de l'Académie des scienees de l'U.R.S.S. a mis au point 
sous la direction de L. Ovsiannikov des méthodes qui ont fait accom- 
ts certain progrès à la théorie. Voici l'idée générale de ces mé- 
thodes. 

L'écoulement de l'eau est complètement déterminé si l’on connaît 
le potentiel des vitesses @ (r, t), fonction harmonique des coordon- 
nées spatiales. r — (x, y, cz). Le problème se formulera donc ainsi: 

Soient donnés un domaine D et une fonction æ, (r) harmonique 
dans ce domaine. On demande pour tous les &t >0 un domaine D: 
de frontière S, dépendant du temps t et une fonction @ (r, t) har- 
monique en r dans le domaine D}, tels que pour tous les ? > 0 soient 
remplies sur S, les relations 


+ grd pE+D= p(t), (5) 
(n, grad œ) = V,, (6) 

et pour t=0 
D = D, q(r, 0) = p (7) 


Ici le gradient se calcule comme d'habitude par rapport aux 
coordonnées spatiales, ® = © (r, t), le potentiel des forces exté- 
rieures, est une fonction supposée connue ainsi que p(t) (la pression 
sur la frontière libre). Dans la seconde équation, n est le vecteur unité 
de la normale extérieure à la surface S;,, V, la vitesse de déplacement 
de cette surface dans la direction de sa normale. Si S, est donnée 
par l'équation z = f (x, y, t), alors, comme on l’a montré au cha- 
pitre I (voir la formule (28), $ 1), on peut conférer à la condition (6) 


16—0622 
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la forme 
= (grad p, grad(z—f). (8) 


Rappelons encore que si la frentière S, comporte des surfaces imper- 
méables, elle n’est pas assujettie à la condition (5), si bien qu'il ne 
reste que la condition (6), mais, en revanche, on suppose connue la 
forme de ces surfaces pendant toute la durée de l'écoulement. 
Cette position vaut en particulier pour le problème de Cauchy- 
Poisson sur les ondes sur la surface d’un lac de profondeur finie. 
On y admet que ® — az, où a est une constante, et que la pression 
p (t) est constante, identiquement nulle par exemple. Le domaine 
initial D est donné par les inégalités 0 << z << f, (x, y) et le fond du 
lac est supposé immobile la condition (6) prenant sur celui-ci la 


forme T — 0. Même dans le cas de l'écoulement stationnaire la 


résolution de ce problème se heurte aux difficultés mentionnées dans 
les chapitres précédents (cf. $ 20 au sujet de la position plane et 
$ 24 au sujet de la position spatiale). 

L'approche proposée par L. Ovsiannikov est en gros la suivante. 
Supposons connues la surface libre S, d'équation z = f (x, y, t} 
ainsi que la valeur du potentiel sur cette surface, i.e. la fonction 
p(z, y, f(x, y, t), t) = g(x, y, t). En principe il est alors pos- 
sible (sous certaines conditions imposées aux fonctions f et g) de 
trouver une fonction œ (r, t) unique, harmonique dans D}, telle 
qu’elle prenne sur S, la valeur g et satisfasse sur le plan z = 0 à 
la condition s = 0. Ceci nous conduit à une transformation faisant 
correspondre à un couple de fonctions (f, g) d’une certaine classe Æ 
un champ vectoriel V = grad œç dans le domaine D, : 


V:(, 8) — grad q. (9) 


Le problème se ramène donc à la recherche dans E de fonctions f 
et g qui, avec la fonction q qui leur correspond, satisfont pour tous 
les z, yet tous les t => 0 aux relations 


à 1 " 
+] grad pf+af—0, 


af (49 
r t(gradp, grad(z—f)), 
où z — f(x, y, t), et pour t = O aux conditions initiales 
[ (&, y, 0) = fo (z, y), 8 (x, y, 0) = 80 (x, y), (11) 
où f, et g, sont des fonctions connues et le point (x, y) parcourt tout 


le plan. 
Définissons maintenant la classe E. On dit qu'une fonction f 
satisfait dans un domaine plan D à la condition de Hülder avec l’ex- 
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posant a si pour tous les points P,, P,€D le rapport Lee est 
ee 

borné ; la borne supérieure de ce rapport est dite coefficient de Hôlder. 
Pour a fixé, 0 << œ<1,{||f|lk, « désigne la somme des bornes supé- 
rieures dans D des modules de la fonction f et de ses dérivées par- 
tielles jusqu'à l'ordre k inclus ainsi que celle des coefficients de 
Hôlder de ces dérivées (on admet que ces dernières existent et sont 
continues). Pour les fonctions qui dans D possèdent des dérivées 
partielles de tous les ordres on introduit la quantité 


91 


ED 9 


n 
If TUE) 2 max 
n=0 Li 


k,a” 


On désigne par B%”, l’ensemble de toutes les fonctions / pour les- 
quelles la quantité (12) est finie. 

La classe E — E®” se compose des fonctions f (x, y, t) qui appar- 
tiennent en x et en y dans tout le plan (x, y) à l’ensemble BY a et 
qui sont des fonctions analytiques de t pour t > 0. Cette classe s’est 
avérée commode pour l'analyse du problème de Cauchy-Poisson ; 
V. Nalimov (élève de L. Ovsiannikov) a démontré le théorème sui- 
vant [3]: 

Si les données initiales f, et g, du problème de Cauchy-Poisson 
appartiennent à la classe Ef*, il existe des nombres p, >0 et 
ti >0 tels que pour t € [0 t,] ce problème admette une solution 
unique sur au classe E®), où P << Pi- 

Ainsi donc, la solubilité du problème de Cauchy-Poisson dans 
la classe des surfaces analytiques S, d’équation de la forme z — 
= f(x, y, t) n’est établie que pour des intervalles de temps ini- 
tiaux. On va montrer que cette restriction est liée à l'essence même 
du problème. 

Stabilité. Quand on étudie l'écoulement d'inertie non stationnaire 
d'une masse fluide on se pose naturellement le problème de la sta- 
bilité de cet écoulement. En envisageant les exemples les plus sim- 
ples, ne serait-ce que dans le cadre du schéma approché mentionné 
au début de ce paragraphe, on s'assure que même pour des données 
initiales suffisamment différentiables la frontière de S, et le poten- 
tiel p présentent assez rapidement des singularités. 

Il convient de distinguer l'instabilité due à deux types de singu- 
larités de la frontière: les singularités locales et les singularités 
globales. Les singularités locales sont occasionnées par la forme 
ondulatoire prise par S,, une forme telle que la longueur d'ondes soit 
petite devant les dimensions de D,. 

A mesure que { croît ces petites « ondes » peuvent engendrer sur 
S, des angles aigus, des plis et d’autres singularités. Mais du point 
de vue des applications qui s'intéressent ordinairement à l’écoule- 
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ment de la masse principale de fluide, ces singularités locales ne 
jouent pas un rôle important (ainsi par exemple les petites rides 
n'influent pratiquement pas sur le mouvement 
des ondes longues). Dans les calculs il faut rem- 
placer une mauvaise surface S, par une bonne, 
proche d’elle et continuer le processus. 
Il en va autrement des singularités globales 
} qui se forment lorsque deux points de la surfa- 
ce S, séparés par une distance finie se rappro- 
chent l'un de l’autre, ce qui conduit à un choc 
hydraulique d'une partie de fluide contre une 
Fig. 103 autre (fig. 103). Les singularités de ce type sont 
liées à la nature du phénomène et doivent être 
analysées à part. Les singularités globales jouent un rôle fonda- 
mental dans un bon nombre de problèmes. 


$ 31. Explosion sous-marine 


Les phénomènes qui accompagnent les explosions sous-marines 
ont fait l’objet de nombreux travaux qui tiennent compte des écou- 
lements non stationnaires. Nous commençons par envisager deux 
problèmes classiques. 

Résorption d’une bulle. L’une des premières questions qui se 
posent quand on étudie une explosion sous-marine est celle de la 
variation en fonction du temps de la bulle de gaz formée par l’ex- 
plosion et remplie des produits de la détonation. 

La position approchée la plus simple du problème peut se for- 
muler ainsi. Soit une bulle de gaz sphérique de rayon variable R = 
= R (t) dans une masse fluide incompressible illimitée de densité 
4 sous pression constante P,. On néglige la force de la pesanteur, la 
viscosité ainsi que la tension superficielle et la condensation des 
ge dans la bulle. Il faut déterminer la loi de la variation du rayon 

t). 

La variation du rayon de la bulle engendre à la date t un écou- 
lement dont la vitesse ne dépend que de la distance r du point con- 


sidéré au centre’ de la bulle et est égale à _ = r. En comparant les 


débits à travers la frontière de la bulle et la sphère concentrique de 
rayon r on trouve 


&nR2R = 4nrèr=0©, (1) 
où ® = © (t) est une fonction du temps. Cette relation permet de 
calculer l’énergie cinétique de toute la masse fluide à l'instant t: 


E = | +(x) 4 dr=-_—OnR3R?. (2) 
R 


2 8rR 
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Supposons qu'à l'instant initial le fluide estiau repos et AR (0) = 
= R,; soit P la différence entre la pression au sein du fluide P, 
et la pression du gaz à l’intérieur de la bulle ; en vertu de nos hypo- 
thèses, c'est une constante. Si l’on néglige la tension superficielle, 
on a 


dE= —4nR°RP dt (3) 


(le signe moins est dû au fait que R< 0), d’où l'on tire par inté- 
gration 


Em aP(Ri—R°). 


En comparant cette expression avec (2) on obtient une équation 
différentielle à variables séparables 


5» 2P !RÈ—RS 
Er (& 


dont l'intégration aboutit à la relation 


V5 Î V4 Ts (5) 


d’où l’on peut déterminer la dépendance cherchée R = R (t). 


I1 découle de l'équation (4) que lorsque R — 0 la vitesse R croît 
indéfiniment comme R-*”*. Cela traduit le fait qu'à l'instant où 
Ja bulle disparaît il se produit un choc hydraulique. On est donc en 
présence d’un exemple de singularité globale évoqué plus haut. L'’ef- 
fet décrit est dit résorpticn d'une bulle. 

En posant À = 0 dans (5) on trouve le temps de résorption: 


VERS arr 09. (6) 


On pourrait également considérer une bulle pulsante qui après la 
résorption se dilate jusqu’à atteindre sa grandeur initiale. La derniè- 
re formule permet de déterminer la période des oscillations d'une 
telle bulle: 

T = 27. (7) 


Signalons que dans la position exacte du problème de mouvement 
d'une bulle gazeuse formée par explosion sous-marine, il convient 
de tenir compte de l'influence de la surface de l’eau et de la force 
de la pesanteur et de considérer que la pression dans la bulle varie 
suivant la loi: 


p(t)= (8) 


c 
Lo (1)]" 
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où o (t) est le volume de la bulle à la date t; cet y=>1 sont des cons- 
tantes. On peut négliger la masse du gaz à l'intérieur de la bulle et 
les forces de la tension superficielle. Dans cette position on peut ad- 
mettre qu’à l'instant initial la surface de l'eau est plane et la fron- 
tière de la bulle gazeuse sphérique ; la variation ultérieure de la forme 
de ces surfaces se détermine à partir de la solution du problème. 

L. Ovsiannikov [2] a obtenu la solution du problème de mouve- 
ment d’une bulle gazeuse à l'étape initiale pour cette position exacte. 
Les étapes ultérieures du mouvement seront envisagées plus bas 
lors de l’analyse du problème de panache. 

Boules de Bjerknes. Supposons que dans un fluide illimité incom- 
pressible (de densité 1) et impondérable pulsent deux bulles d'air ou 
de gaz. Déjà au siècle dernier Bjerknes, père et fils, découvrirent et 


Fig. 104 


interprétèrent un phénomène curieux accompagnant cette expérience ; 
ils ont remarqué que les bulles s’attirent ou se repoussent selon qu’el- 
les pulsent en phase ou en opposition de phase. 

Pour interpréter ce phénomène on aura besoin du fait élémentaire 
suivant : une boule se déplaçant en mouvement de translation dans 
un fluide illimité peut être associée à un dipôle ponctuel disposé 
au centre de la boule. Soit, en effet, une boule de rayon À animée 
d’une vitesse U le long de l'axe des x. Le potentiel des vitesses de ce 
mouvement est une fonction @ harmonique en dehors de la boule, 
égale à 0 à l'infini et satisfaisant sur la surface de la sphère à la condi- 
tion = U cos 6 (la composante normale de la vitesse, r et 6 étant 
les coordonnées cylindriques, voir fig. 104.) La fonction @ = 

3 FE L SE : 
= — cos 6 satisfait évidemment à ces conditions, or la solution 
du problème est unique, c’est donc elle qui est le potentiel cherché. 
On voit qu’en dehors de la boule (pour r > R) elle se confond avec le 


potentiel des vitesses du dipôle situé à l’origine des coordonnées 
2 
= PES (cf. $ 23) et U= 7. 
Pour décrire l'effet Bjerknes on remplacera les bulles par des 


sources ponctuelles d’intensités g (t) et eg (t), disposées respective- 
ment aux points x = O et x — —a de l'axe des x, & — 1 si les bulles 
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pulsent en phase et e = —1 si elles pulsent en opposition de phase. 
Afin de tenir compte d'un éventuel déplacement des centres des 
bulles on admettra encore que les dipôles sont placés aux mêmes 
points. Les bulles étant équivalentes il suffit d'étudier le mouve- 
ment de l’une d’entre elles, disons de celle qui pulse au voisinage de 
l'origine. Les rayons des bulles sont supposés petits devant a. 

Si l’on néglige l'influence du dipôle placé au point x = —a, 
alors en un point M proche de l’origine des coordonnées le potentiel 
du champ de vitesses se mettra sous la forme. 


} 
= Le ++, (9) 


où Lest la distance du point M à la seconde source et & = & (t) le 
moment du dipôle (fig. 104). On a À = a° + r° + 2ar cos 8 et au 
voisinage de l'origine 1æ Va? + 2ar cos 8% a (1 + Zcos8 ) . Si 
bien que (9) peut s’écrire sous la forme approchée 


eq cos 8 
p=i it (1 ou0) + EE, 


ou encore si l’on néglige la constante non essentielle (pour t fixé), 


= 14e +22. (10) 

Dans cette expression le premier terme est le potentiel de la sour- 
ce placée à l'origine des coordonnées, le second, le potentiel de la 
seconde source (approximativement), le troisième, le potentiel du 
dipôle. En désignant par R = R (t) le rayon de la bulle pulsant au 
voisinage de l’origine des coordonnées, : vitesse de sa variation 


{définie par le eue ri R = Ê = PE ; et la vitesse de transla- 
tion de la bulle U — el © (elle est définie par le troisième terme; le 


signe plus souligne le fait qu'il s'agit de la vitesse de la bulle et non 
de celle du fluide). 

Utilisons à présent le fait qu'en vertu de notre hypothèse d’im- 
pondérabilité la pression résultante sur la bulle doit être égale à 
zéro. D'après la formule de Cauchy la pression en un point proche 
de l'origine 


poust—7[(4) "+ (4) ]-5 


me 1 q egcosô 2acos06\2 
=const— [++ EE) 


FRET RE). 10 


ri a? ri r a r3 
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Si l'intégration est étendue à la sphère limite de la bulle les termes 
indépendants de 8 ou proportionnels à sin? 6 et à cos’? 6 se simplifient 
par symétrie, de sorte qu'une contribution non nulle à la pression 
résultante ne peut être apportée que par E termes 


—cos8 ( — pe 


La condition d’annulation de la résultante conduit donc 
à l'égalité 


È 24q eq? egR® (12) 


qui est valable à tout instant t. 
I1 reste encore à tenir compte de ce que les effets globaux de 


variation de g (t) et de q (4) sont nuls au bout d’une période totale 
de pulsation de la bulle. Or, comme le montre (12), l'effet global 


de variation au bout d’une période de la grandeur @ (t) et partant 
de « (t) est de signe contraire à celui de e. La vitesse de translation 


du centre de la bulle étant U — = on en conclut que l’accroisse- 


ment de U (t) par période de pulsation est négatif pour e >> 0 et 
positif pour e << 0. Ceci explique l’effet Bjerknes. 

Signalons une autre variante de cet effet. On sait que l'influence 
sur une source d’une paroi solide est exactement équivalente à l’in- 
fluence sur elle d'une autre source de même intensité, qui est symé- 
trique par réflexion de la première source par rapport à la paroi. 
On peut de même remplacer l’action sur la source de la surface libre 
par l'action d'une source symétrique dont l'intensité est de signe 
contraire à celui de l'intensité de la première source. En s'appuyant 
donc sur l'analyse ci-dessus on parvient à expliquer un autre fait 
expérimental: une bulle gazeuse pulsant dans l’eau près de la paroi 
solide est attirée par la paroi alors qu’une bulle pulsant à proximité 
d'une surface libre en est repoussée. 

Voyons d'autres problèmes. 

Paradoxe en explosion sous-marine. Immergeons partiellement 
dans l’eau un cylindre vide à parois épaisses (de 20 à 30 mm) et à 
fond mince (de 1 à 3 mm) en fer ou en cuivre (fig. 105,a). La profon- 
deur d'immersion H étant fixée, on place à une distance k du fond 
du cylindre, sur son axe, une charge d’explosif. Pour chaque h on 
choisit le poids minimal de la charge F = F (h), capable de détruire 
le fond. 

On pourrait croire tout naturellement que la fonction F (k) sera 
strictement croissante, or de multiples expériences ont mis en évi- 
dence le fait paradoxal suivant: la fonction F est strictement crois- 
sante tant que » n’atteint pas une certaine valeur k, telle que sur le 
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segment ko < h < h,1 (où h, est deux ou trois fois supérieur à }, 
elle reste pratiquement constante; pour k >>h, la valeur de F croît 
de nouveau (fig. 105,b). Le caractère de la destruction du fond varie 
lui aussi: pour k << h, la brèche pratiquée dans le fond occupe une 
grande surface alors que pour k > k, elle est nettement localisée. 


Ezxplosif h k h 
7 F) 
Fig. 105 


Voici une intreprétation qualitative de ce paradoxe. Les expé- 
riences montrent que l'effet d’explosion sous-marine d’un explosif 
se divise en deux stades. Au premier stade, immédiatement après 
l'explosion, les déchets de l'explosion forment une bulle gazeuse. 
De cette bulle part tout d’abord une onde de choc qui emporte près 
de la moitié de l'énergie de l'explosion, puis les vitesses du fluide 
commencent à croître avec le diamètre de la bulle. 

Si à la fin de ce stade il n’y a ni brèche ni échappement de gaz 
dans l'atmosphère, alors, et c'est le second stade, sous l'action de 
la pression atmosphérique la bulle gazeuse se met à se contracter !) 
en s’éloignant du fond du cylindre. Le problème de contraction d'une 
bulle gazeuse dans l’eau a été traité précédemment ; il faut seule- 
ment tenir compte du fait que dans la pratique la bulle n’est pas 
sphérique maïs piriforme et évasée vers le bas. Avec le temps. la 
bulle s’aplatit en formant un chapeau, si bien que sa résorption a 
lieu sur sa surface inférieure. Le choc hydraulique engendré par ré- 
sorption fait naître un jet qui va en arrière, vers le fond du cylindre 
(£ig. 106). Ce jet ressemble à celui de charge creuse, son énergie étant 
comparable à celle de la bulle au premier stade. Pour un poids déter- 
miné F de la charge le jet perce un petit orifice au fond du cylindre ?). 

1) Lorsque la bulle atteint la grandeur maximale la pression y est faible. 

3) On n'exclut pas non plus l'éventualité d'un accolement de la bulle gazeuse 
au fond du cylindre suquel cas l'énergie accumulée se concentre lors de la ré- 


sorption au voisinage immédiat du fond. Cette variante cest une variété du 
second stade du processus. 
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Au premier stade la perforation est caractérisée par une fonction 
F (h) strictement croissante, alors qu'au second la force de perfora- 
tion dépend peu de la distance. Ainsi donc on a une idée assez claire 
du phénomène sur le plan ‘qualitatif mais 
on n’a pas encore fait de calcul quantitatif 
tant soit complet. 

Cumulation sphérique. Au chapitre pré- 
cédent nous avons considéré le mouvement 
des jets de charge creuse comme station- 
paire. Or, le processus de la formation d’un 
jet, essentiellement non stationnaire, pré- 
sente lui aussi un grand intérêt. 

Pour simplifier on traitera le cas de la 
cumulation sphérique où l’on suppose qu'à 

Fig. 106 l'instant initial { — O le fluide occupe le 

demi-espace inférieur avec une cavité hémi- 

sphérique. De plus, on suppose qu’à t — 0 le fluide devient instan- 

tanément pondérable et que la fonction potentielle @ et la vitesse 
des particules v sur la surface libre sont nulles. 

Le problème se réduit à la recherche d'une fonction @ =  (r, t) 
harmonique en les coordonnées spatiales r — (x, y, z) dans un do- 
maine variable D,, égale à 0 à l'infini et satisfaisant sur la frontière 
de D, (la surface libre du fluide) à la condition 


++ gzm0 


qui, compte tenu de la relation 


dy ô : 
= +(V, Vo)= SE +2, 


peut se mettre sous la forme 


dp 


1 
x = 7 V—EZ. (13) 


La solution approchée de ce problème pour la variante plane 
s'obtient par la méthode des analogies électrohydrodynamiques sur 
un papier conducteur. Pour ce faire il faut écrire l’analogue aux 
différences de la condition (13); en désignant par à l’indice d’un 
point sur la surface libre du fluide et par j l’indice de l'accroissement 
du temps on a 


1 
Qu t vi At; —gziAt,. (14) 


A l'instant initial j = 0, on obtient la distribution de qç sur la 
surface libre connue: 


Pr,1 = —LZiAtoe 
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En réalisant ces conditions aux limites sur un papier conducteur 
on peut construire les lignes équipotentielles et ensuite les lignes 
de courant pour des points choisis sur la surface libre. En poursuivant 
on peut déterminer les vitesses du fluide en ces points, construire 
la surface libre à l'instant d'indice j — 1 et d’après (14) détermine- 
la nouvelle distribution du potentiel sur cette surface. Cette distri 
bution est de nouveau réalisée sur le papier conducteur et le proces- 
sus continue. 

Sur la figure 107 est donnée l’image de la formation progressive 
du jet de charge creuse sous l'action de la force de pesanteur pour 
les dates 

0—0s 5— 47-1085 
4 — 28-10 s 6 — 49.10% s 
2 — 38-10 s 7 — 50-10 58 
3 — 43.10% s 8 — 51-10% s 
4 — 45.10 s 9 — 52.108 s. 


Les résultats ont été obtenus par V. Kedrinski par la méthode 
ci-dessus. 

Les vues de la figure 108 sont extraites d’un film montrant l'expé- 
rience de Pokrovski ($ 29). Une éprouvette pleine d'eau-à la surface 
libre de laqüelle on confère une forme sphérique à l'aide d'un-ménis- 
que en verre (visible sur la première vue), est lâchée verticalement 
sur une table. A l'instant du choc le liquide devient instantanément 
pesant, si bien que cette expérience est justiciable des calculs pré- 
cédents pour la cumulation sphérique. Le temps écoulé après le 
choc est indiqué sous chaque vue de la figure 108. 

Problème du panache. Sous certaines conditions, il se produit 
lors de l'explosion sous-marine un phénomène curieux connu sous 
le nom de « panache », consistant dans l'éjection à une grande hau- 
teur de la surface libre d'une masse d’eau sous forme d’un cône étroit 
(fig. 109). On a remarqué que ce phénomène est caractéristique d’un 
milieu liquide et qu'il ne s’observe pas lors des explosions souter- 
raines. 

Indiquons certaines particularités de l'explosion sous-marine. 
Dans un précédent paragraphe on a signalé les deux stades d’une 
telle explosion. Le premier stade, très court, est caractérisé par la 
formation d’une onde de choc, consommant près de la moitié de 
toute l'énergie de l'explosion. Dans le présent problème l’onde émer- 
ge à la surface libre et emporte une certaine masse d’eau. Celle-ci 
se désagrège en des miriades de gouttelettes douées chacune d’une 
petite énergie, tandis que sur la surface libre il se forme un enton- 
noir. 

Le second stade est lié à l’évolution de la bulle gazeuse formée 
par l'explosion, évolution qui absorbe également près de la moitié 
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de l’énergie. On a vu que cette évolution aboutit à la résorption sui- 
vie d’une formation du jet qui émerge (sous les conditions d'explosion 
requises, i.e. la profondeur et le poids de la charge requis) à la surface 


Fis. 108 


libre à l'instant où sur celle-ci se forme un entonnoir. À ce stade on 
peut se servir du modèle de l'écoulement potentiel d'un fluide incom- 
pressible. ce qui conduit à la détermination d'un champ de vitesses 
orthogonal à la surface de l'entonnoir (problème de la cumulation 
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sphérique traité ci-dessus). Enfin il s'échappe de cet entonnoir un 
jet de charge creuse produisant ledit panache, éruption d’une assez 
grande énergie. 

On observe un phénomène semblable (mais évidemment avec 
une énergie beaucoup plus petite) lorsqu'on tire une balle perpendi- 


Fig. 109 


culairement à la surface libre de l’eau (fig. 110). Une autre manifesta- 
tion du même phénomène se produit lorsqu'une pluie tombe en gout- 
tes rares en incidence normale sur de l’eau au repos en faisant naître 
à la surface de petits jets montant à la rencontre de la pluie. 


Fig. 110 Fig. 111 


L'interprétation qualitative de ces effets est rendue claire par la 
figure 111 où sont visualisées trois phases consécutives de l’entrée 
d’une balle (ou d’une goutte de pluie) dans l’eau : d'abord la surface 
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de l’eau s’incurve légèrement (phase a), ensuite le corps tombant 
s'immerge dans l'eau laissant derrière lui une cavité (phase b) et 
enfin l'énergie cinétique du corps est dépensée à la résorption de la 
cavité. Cette résorption fait naître un contre-jet de même nature 
qu'un jet de charge creuse (phase c). 

Cette interprétation est confirmée par l'expérience suivante: 
si le tir est dirigé obliquement à la surface de l’eau il se forme un 
panache incliné dans la direction opposée à celle du mouvement de 
la balle (fig. 112). Dans la phase a la dépression de la surface de l'eau 
est asymétrique, dans la phase b la cavité se déplace dans la direc- 
tion de la balle et dans la phase finale c le jet de charge creuse ne se 
dirige pas perpendiculairement à la 
surface de l'eau mais dans le sens a sur 
opposé à celui du mouvement de la à " 
cavité! He 

Explosion aérienne. L'explosion ] 
aérienne se distingue de l'explosion ! 
sous-marine par le fait que dans la ; a | 
première la majeure partie de l'éner- ! WT 
gie est emportée par l'onde de choc. ds 
C'est l'étude de la propagation des on- È SD à 
des de choc dans l'air qui tient ici le à à 
rôle essentiel. En effectuant de gros 
travaux de minage les ingénieurs sont Fig. 112 
confrontés, même maintenant, à des 
phénomènes inexplicables: l’action 
de l’onde de choc est tantôt beaucoup plus grande tantôt beaucoup 
plus petite que l’action calculée avec des formules soigneusement 
vérifiées. Généralement, ces dérogations sont occasionnées par des 
anomalies atmosphériques, car la vitesse de l’onde acoustique aussi 
bien que celle de l’onde de choc dépendent de l'état de l'atmosphère 
(densité, température, humidité). Dans une atmosphère non homogène 
le front d'onde de choc se modifie, et celle-ci peut filer vers le haut 
ou se serrer contre le sol. Tout comme dans l’eau, dans l’air peuvent 
se former de véritables « guides d’ondes » lorsque dans une direction 
l'amortissement des ondes est nettement plus petit que de coutume 
(ce phénomène fera l’objet du $ 34). 

Il y a environ 20 ans le problème suivant a fait l’objet d'une vive 
controverse. Supposons qu’au moment de l'explosion (dans l'air) 
une charge d'explosif sans enveloppe soit animée d'une vitesse V 
telle que l'énergie cinétique pue soit commensurable avec l'énergie 
potentielle Æ de la charge ou la dépasse sensiblement ; on demande 
comment la vitesse modifie l'effet de l'explosion. 

Deux points de vue diamétralement opposés ont été avancés: 
d’après le premier, la vitesse de la charge lors de l’explosion ne doit 
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pratiquement pas agir sur l'effet, les paramètres de l’onde de choc 
ne peuvent changer que de quelques pour cent. D’après le second 
point de vue la vitesse est susceptible d’accroître d'environ dix 
fois l'effet de l'explosion. 

La solution de ce problème est pourtant très simple. Il faut dé- 
composer le phénomène en deux étapes : le dégagement de l'énergie 
d’explosion et la formation de l'onde de choc. Pendant la première 
étape, selon le premier point de vue, la vitesse de la charge ne joue 
pratiquement aucun rôle, toute l'énergie potentielle de l’explosif se 
transforme en l'énergie cinétique des particules éparpillées de déchets 
de l'explosion. A la seconde étape il faut considérer le nuage gazeux 
dont les vitesses des particules sont composées d’une vitesse radiale 
(dirigée vers l'extérieur) et de la vitesse de translation de la charge 
elle-même. 

Les calculs et les expériences ont montré que l'effet de la charge 
en mouvement (à une distance suffisamment grande du lieu de l’ex- 
plosion) est équivalent à celui d'une charge immobile dont l’énergie 
potentielle est égale à la somme de l'énergie potentielle de l'explosif 
et de l'énergie cinétique de la charge à l'instant de l'explosion E + 
+ Li . 11 faudra encore supposer que le centre réduit de l'explosion 
est transféré dans le sens du mouvement de la charge à une distance 
du centre réel de l'explosion, qui est définie par l'énergie cinétique 


Las et l'énergie potentielle £. 


$ 32. Perforation à vitesses cosmiques 


Au chapitre précédent nous avons procédé à une étude assez 
bien détaillée du phénomène de perforation d'un blindage avec des 
jets de charge creuse animés de vitesses de l'ordre de 4 à 10 km/s, 
donc environ dix fois plus grandes que celle des projectiles d'artil- 
lerie. Le problème de perforation à des vitesses de 50 à 100 km/s 
est beaucoup moins étudié. Vu les difficultés liées à la réalisation de 
ces expériences à de telles vitesses 1), les hypothèses sur lesquelles 
s'appuient les interprétations et les calculs des phénomènes doivent 
être formulées de façon particulièrement nette. 

On va envisager ici le modèle d’un fluide incompressible qui 
traduit les aspects essentiels du processus de perforation à de très 
grandes vitesses et, de plus, permet d'effectuer des calculs assez 
complets [4]. 

Cas unidimensionnel. Le schéma proposé est particulièrement 
simple. Envisageons le choc produit par une plaque d'épaisseur a 
animée d'une vitesse V, contre le bout d’une tige de longueur L. 


?) A l'heure actuelle, dans les conditions ordinaires on a atteint une vitesse 
de projection de 16 km/s pour une bille de 0,5 mm de diamètre. 
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L'épaisseur a est supposée petite par rapport à Let, pour simplifier 
l'écriture, admettons que l'aire de la section droite de la tige, l'aire 
de la plaque ainsi que les densités de la plaque et de la tige sont 
égales à 1. On demande l'impulsion imprimée à la tige par le choc. 

La plaque percutrice est supposée incompressible, parfaitement 
rigide ; le corps est représenté comme le cas limite d’une pile de pla- 
ques minces et parfaitement rigides aussi lorsque l'épaisseur des 


ue 
FE 
a z l+a 
Fig. 113 


plaques tend vers zéro et leur nombre croît indéfiniment de telle 
sorte que la somme totale des épaisseurs reste égale à Z (fig. 113). 

Lors du choc (que l’on suppose inélastique) produit par l'action 
du percuteur contre la première plaque, la quantité de mouvement 
se conserve et il y a une perte d'énergie cinétique par suite de l'aug- 
mentation de la masse ; il en sera de même pour chaque plaque sui- 
vante entraînée dans le mouvement. Calculons les pertes d'énergie 
cinétique du système le long de la tige dans le cas limite. 

Supposons qu’à une date donnée une portion de tige de longueur x 
soit mise en mouvement et soit V la vitesse de la tige à cet instant. 
Lorsque la portion de tige suivante d'épaisseur dx est mise en mou- 
vement, la vitesse est modifiée d’une quantité dV qui satisfait, 
d'après la loi de conservation de la quantité de mouvement, à la 
relation 

zdV + Vdr =0. 


En résolvant cette équation différentielle avec la condition initiale 
évidente V |, — V, on trouve la distribution des vitesses le long 
de la tige 


a 
V=Vo—. (1) 
Les vitesses étant connues, on peut obtenir la distribution de 
l'énergie 
a 
Free) @) 
où E, = DA) est l'énergie initiale du percuteur. En supposant que 


toute l'énergie perdue durant le choc se transforme en énergie calo- 
rifique on obtient la densité de distribution de la chaleur le long de 


17-0622 
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la tige sous la forme suivante: 


dE 
Tes Er (3) 


Désignons par Tc- la densité minimale de chaleur pour laquelle 
la substance de la tige se transforme en gaz. Alors le processus de 
transmission de l'énergie décrit ci-dessus se poursuivra jusqu'à ce 


que x atteigne la valeur 
E 
Ter = 4 Fe Q (4) 


A cet instant la portion de la tige 0 << x << r.- se transforme en gaz. 
Ce gaz se détend, se détache du reste de la tige, lequel reste reçoit 
une impulsion J. 

Occupons-nous du calcul de Z en nous limitant pour simplifier 
au cas le plus intéressant où a  zer et Ter & l. La quantité d'énergie 
mise en jeu pour transformer une portion de tige en gaz est petite 
par rapport à l'énergie initiale du percuteur £,, de sorte qu’on peut 
admettre que toute l’énergie du gaz se transforme en énergie cinéti- 
que. Dans cette hypothèse la vitesse v du nuage gazeux dérive de 
l'égalité ze-v° = aVi: 


np, 5 
v=}) eut (5) 


Le problème se réduit à présent à un problème purement hy- 
drodynamique. Limitons-nous aux calculs les plus grossiers pour 
deux cas limites dans les hypothèses supplémentaires suivantes. 

a) On suppose que toutes les particules du nuage gazeux se dis- 
sipent à la même vitesse. Cette vitesse doit alors se déterminer à 
partir de (5) et l'impulsion a pour expression 


T= zerv = a3/4 (F2)" Vo=aVo (>) che (6) 


b) On suppose que chaque couche dx du cylindre gazeux se dissipe 
dans la direction de l'axe des x indépendamment des autres couches. 
Alors d'après la formule (3) l'impulsion d’une couche située à une 
distance x du bout du cylindre est 


dx 
V dz=V2Tdr=V2E——, 


et l’impulsion résultante 


Xcr 
T= | V dr = V 2Eça log <= aV, log 
a 


$ 32] PERFORATION À VITESSES COSMIQUES 259 
a ——___—_—_—_—— ——…—…—…—…—… _…—…—…—…—…—"’—-—_… …_—"_—_…"_—_——_— 


Cas spatial. Considérons une modification du schéma traité ci- 
dessus en vue de l’appliquer, par exemple, à la formation des cratè- 
res par la chute d’une météorite sur les corps célestes. Plus exacte- 
ment, supposons que l’objet volant est une petite boule percutant 
une cavité hémisphérique de rayon À. 

Pour simplifier les calculs il faudra schématiser davantage le 
modèle. On réduira donc ce problème au choc d'une mince couche 
hémisphérique contre une couche épaisse, cette dernière étant assi- 
milée, comme dans le cas unidimensionnel, à un ensemble de minces 
couches hémisphériques infiniment proches les unes des autres 
(fig. 114). Supposons que dans toutes les couches les vitesses sont 
dirigées radialement et que la distri- 
bution des vitesses suit le schéma du {v 
fluide parfait incompressible; en un 
point situé à une distance r du centre 
la vitesse | 


V=ve(<)", (8) 


où a est le rayon de la cavité intérieu- 
re de la couche percutante et V, la vi- 
tesse de cette cavité à l'instant du 
choc. 

Par analogie avec le cas unidimen- 
sionnel, on admet qu'à l’étape initiale Fig. 114 
l'accroissement de la masse du percu- 
teur par le choc est régi par le schéma des chocs inélastiques et que 
l'énergie cinétique du système se transforme en chaleur. Effectuons 
les calculs relatifs à cette étape en supposant toujours que les den- 
sités du percuteur et du milieu percuté sont égales à 1. 

Soit ka (k > 1) le rayon extérieur de la surface du percuteur. 
Par U (r) on désigne la vitesse de la surface intérieure du percuteur 
à l'instant où l'effet du choc atteint l'hémisphère de rayon r; on 
a évidemment 


U (ka) = Vos (9) 


Dans l'hypothèse admise sur la distribution des vitesses, à cette 
date la vitesse aux points situés à une distance x du centre est égale à 


v=u(r)(<+)". (40) 


Lorsque r varie de dr, la vitesse de la surface du percuteur varie 
de dU et en vertu de la loi de la conservation de la quantité de mou- 
vement s 


(r — a) dU + U dr = 0. 


17% 
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La résolution de cette équation avec la condition initiale (9) donne 


U(n= De, (11) 


T— 


Avec la formule (10) on déduit maintenant la distribution des vites- 
ses dans les couches hémisphériques à l’instant considéré et ensuite 
l'énergie cinétique de la partie de la couche atteinte par le choc 


E=— { Qnz2U? (r) (2) dz= 02 (r)a° (1—<+) . (12) 


D'où, compte tenu de (11), on trouve aisément la densité de dis- 
tribution de la chaleur dans la couche: 


: 1 dE _ (k—1ÿ a 
Æ ae are V8 Ga (12) 


ou, en introduisant l'énergie initiale du percuteur £, = E (kr) — 
= + Vas (E — 1), 


k(k—1) a  kG—1) 
T= pr (1-5) a’E, = — 5 42E0 (13) 
Comme dans le cas unidimensionnel, supposons qu’à l'instant où 
la chaleur par unité de volume prend la valeur T = T4, une partie 
de couche touchée par le choc se transforme instantanément en gaz. 
Dans le milieu heurté par la boule il se forme à cet instant une cavité 
gazeuse de rayon rer où 


ri = CD G2E,. (14) 


Cette formule donne la limite inférieure du rayon du cratère formé 
par le choc. 

Pour simplifier les calculs dans la seconde étape on admet tou- 
jours que a rer et rer € R et que la transformation en gaz n’exige 
qu'une petite portion d'énergie du percuteur. On suppose ensuite 
que les vitesses de toutes les particules du nuage gazeux formé dans 


le cratère sont égales. Cette vitesse est tirée de l’égalité sur = E,, 


v=y (15) 


3 
rer 


soit 


Il est maintenant facile de calculer l'impulsion reçue par le corps 
sous le choc avec la boule: 


1= 2 nr = Aa SES", (16) 
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où A°— Las (2 2 jé Fait intéressant : dans le schéma adopté 


l'inpalsion dépend ‘des dimensions de la boule percutante. 

On peut effectuer le calcul encore pour un autre cas limite où 
chaque élément dr de la couche sphérique de gaz se dissipe indépen- 
damment des autres éléments et l’impulsion qu’il communique est 
dirigée suivant la normale à la cavité sphérique (voir l'ouvrage [4]). 


Fig. 115 


Généralisation de la méthode. Le point fort de la méthode de 
résolution du problème de perforation aux vitesses cosmiques con- 
siste à utiliser deux modèles différents du milieu : tant que l'énergie 
calorifique du processus est inférieure à une certaine valeur critique 
le milieu est supposé rigide et l’on applique le schéma du choc iné- 
lastique ; cette valeur critique une fois atteinte, le milieu est assimi- 
lé à un gaz. Une telle combinaison de modèles différents, choisis en 
fonction des conditions physiques, peut conduire à un succès décisif 
dans d’autres problèmes. 

Envisageons par exemple des problèmes relatifs à l'action d'im- 
pulsions de grande intensité de courte durée sur des métaux ou sur 
des milieux plastiques (tels que l'argile dense). On peut se servir de 
la méthode suivante qui est une généralisation de la méthode décrite 


262 MOUVEMENTS NON STATIONNAIRES [CH. VIII 


aux points précédents. Pour distribution initiale des vitesses de dé- 
formation du milieu on prend celle qui aurait lieu si le milieu était 
un fluide parfait. Le calcul est conduit dans l'hypothèse que les 
domaines du milieu où les vitesses de déformation n'excèdent pas 
une constante c fixée au préalable, sont considérés comme solides. 


Fig. 116 


Voici la marche à suivre. On choisit un intervalle de temps At 
sur lequel on détermine la variation du champ de vitesses initial 
en utilisant les lois de l'écoulement non stationnaire d’un fluide 
parfait. Dans le champ de vitesses obtenu les zones où la vitesse de 
déformation est inférieure à c sont « gelées » (ï.e. assimilées aux soli- 
des) ; la partie restante du milieu est également considérée comme un 
fluide parfait dans l'intervalle de temps suivant. Le calcul est con- 
duit jusqu'à ce que tout le milieu soit gelé. 
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Cette méthode conduit à des résultats qui sont en bon accord avec 
l'expérience, notamment dans: 1) le problème de crusher: on donne 
un cylindre en plomb reposant sur une base solide ; on fait exploser 
une charge d’explosif sur sa face supérieure et on demande ce que 
devient le cylindre après l'explosion ; 2) le problème sur la forme de 
la cavité obtenue lors de l'explosion d'une charge ellipsoïdale au 
sein d’un massif d'argile illimité. 

A l’Institut d'hydrodynamique de la Section Sibérienne de l'Aca- 
démie des sciences de l’U.R.S.S. on a procédé à une série d’expé- 
riences simulant la chute des météorites sur les corps célestes. Une 
bille d'acier de 1,7 mm de diamètre percute des plaques de dunite !) 
de différente épaisseur à des vitesses v, variant de 5 à 10,5 km/s. 
Les cratères qui se forment ont un diamètre 7 à 8 fois supérieur à 
celui de la particule percutante. Aux vitesses v, & 5 à 8 km/s sur 
la surface du cratère il reste une quantité de substance du percuteur 
de quelques pour cent qui diminue avec l'accroissement de v,. 

Sur la figure 115 sont représentées les photographies des coupes 
des plaques en dunite de diverse épaisseur après le choc. L'effet de 
l'onde de choc ayant précédé la particule est nettement visible; 
cette onde est prise en considération dans les schémas décrits ci-dessus. 

Sur la figure 116, a est donnée la courbe représentative du rapport 
profondeur du cratère L/diamètre de la particule percutante d en 
fonction de la vitesse de choc v, pour une bille d'acier percutant une 
plaque de plomb. La gamme initiale des vitesses se caractérise par 
une portion de courbe non monotone. Une portion semblable s’observe 
également lorsque la bille d'acier percute une plaque en matériau 
poreux léger: la mousse de densité 0,11 g/cm* (fig. 116, b). Il serait 
intéressant de trouver l'explication de ce phénomène. 


$ 33. Enigmes du mouvement des poissons 


Il y a longtemps qu'on a découvert l'incompatibilité de la vitesse 
de mouvement de certaines espèces de poissons et de leur potentiel 
énergétique. Pour l’expliquer on a retenu les trois facteurs suivants: 
4) les poissons capables de développer une grande vitesse exsudent 
de la graisse, dont les propriétés spéciales abaissent la résistance de 
plusieurs fois; 2) la forme du corps de ces poissons est optimale ; 
3) les poissons se servent de procédés particuliers pour créer la pous- 
sée. 

Les problèmes de graissage sont traités dans un grand nombre 
d'ouvrages tant expérimentaux que théoriques. On a mis au point 
des graisses à base de polymères qui, même en quantités infimes, 
font diminuer de plusieurs fois la résistance opposée au mouvement 


1) La dunite est une roche qui se forme au sein de l'écorce terrestre lors 
du refroidissement du magma. 
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de petits navires. On explique cet effet par ce que les longues molé- 
cules des polymères qui composent la graisse atténuent les pulsations 
de la turbulence apparue près de la paroi et augmentent l'épaisseur 
de la couche limite où il se produit une brusque variation de vitesse. 
Ceci conduit à la chute du gradient de vitesse, ce qui entraîne à son 
tour la chute de la contrainte visqueuse sur la surface baignée. Un 
nombre non moins important de travaux est consacré à la détermi- 
nation de la forme des corps offrant une résistance minimale pendant 
leur mouvement dans un liquide. Le nombre de travaux consacrés 
au problème de la poussée est sensiblement moindre. 

On estime que la plus simple méthode de création de la poussée 
est le principe de l’aile basculante : dans le liquide est immergée 
une plaque qui effectue des mouvements oscillatoires autour d’un 
certain axe. Ce principe est utilisé par exemple par les pêcheurs 
bretons (France) qui font avancer leurs barques de pêche par un mou- 
vement oscillatoire de la rame articulée à l'arrière. Ce principe est 
également à la base de certains jouets. Toutefois, les moteurs fondés 
sur le principe de l’aile basculante ont un rendement très faible. 

Ces dernières années on a vu paraître plusieurs travaux où l'on 
avance d’autres hypothèses sur la poussée des poissons. On a établi 
dans plusieurs expériences que les dauphins, par exemple, se dépla- 
cent en créant sur leur peau des ondes de surface dans le sens de la 
tête vers la queue. Cependant, ce mode de mouvement n’est pas non 
plus assez efficace. 

Ici on envisagera encore un mode de mouvement (voir M. A. Lav- 
rentiev et M. M. Lavrentiev [5]) fondé sur l’observation suivante: 
les couleuvres et certaines espèces de poissons se déplacent en effec- 
tuant continuellement des mouvements ondulatoires de leur épine 
dorsale. 

Image qualitative du mouvement. Soit un canal rigide à sections 
circulaires, de rayon constant, et dont l'axe est une courbe plane 
ondulée (une sinusoïde par exemple). Imaginons-nous dans ce canal 
une couleuvre dont les sections circulaires coïncident avec celles 
du canal et supposons qu'il n’y a pas de frottement entre le corps de 
la couleuvre et les parois du canal. La couleuvre peut-elle dans ces 
conditions se mettre en mouvement à partir de l’état de repos et se 
déplacer à grande vitesse si la longueur du canal est suffisamment 
grande ? 

T1 s'avère que oui, si elle parvient au prix d'efforts musculaires 
à commander les diverses parties de son corps en le redressant ou en 
le recourbant davantage. Par exemple pour se déplacer de gauche à 
droite la couleuvre doit développer les efforts suivants: si à droite 
d’une partie quelconque de son corps la courbure du canal décroît, 
elle doit redresser cette partie, si au contraire la courbure de canal 
croît, elle doit s’efforcer d'augmenter la courbure de cette partie. 
Bref, la couleuvre doit créer une distribution des courbures de son 
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De qui corresponde à la nouvelle position qu'elle occupe dans le 
canal. , 

I] n’est pas difficile d'expliquer ce mode de déplacement du point 
de vue qualitatif. En effet, si pour une nouvelle distribution des 
courbures de son corps la couleuvre s’est avancée de façon que cette 
distribution s'approche de celle du canal, l’énergie potentielle des 
contraintes diminue et comme il n’y a pas de frottement toute l’éner- 
gie libérée se transforme en énergie cinétique de translation. 

Mais où la couleuvre peut-elle trouver un canal dans les condi- 
tions réelles ? La réponse à cette question est aussi simple: la couleu- 
vre crée ce canal dans l’eau avec la partie avant de son corps, près 
de la tête, alors que les parties médiane et arrière effectuent des mou- 
vements sinusoïdaux qui engendrent la poussée. Elle utilise en même 
temps l'énergie de l’eau grâce à laquelle au voisinage de la tête les 
couches adjacentes de l’eau agissent sur le reste du corps comme les 
parois d’un canal. 

Les observations montrent que les couleuvres ou les poissons 
capables de créer le long de leur corps des contraintes données à 
l'avance se déplacent dans l'eau avec une très grande vitesse. Le rende- 
ment est d'autant plus élevé que le rapport masse d’eau associée/ 
masse propre du poisson est plus grand. Le rendement des poissons 
plats est évidemment plus élevé que celui des poissons ronds mais à 
une masse égale les poissons plats ont une surface et une résistance 
de frottement plus grandes. De sorte que pour un coefficient de frot- 
tement donné la forme du corps doit être optimale. Mais c'est une 
autre question que nous laissons de côté. Passons maintenant aux 
calculs. 

Mouvement dans un canal rigide. Supposons que dans le plan 
2 = x + iy à l'instant t la couleuvre occupe la portion de courbe 


z=2t(s, t), 0<s<}!, (1} 
où le paramètre s est la longueur d’une partie du corps de la couleu- 
vre mesurée à partir de la queue par exemple (la longueur ljde la cou- 


leuvre est supposée constante). Supposons que la couleuvre se déplace 
suivant une courbe fixe l (un canal) donnée par l'équation 


z2=Z(6), —o<o< oo, (2) 


où Z est une fonction complexe connue de variable réelle o, de la lon- 
gueur d'arc l, comptée à partir d’un de ses points (fig. 117). 

Le mouvement de la couleuvre est complètement défini par la 
fonction o = © (t) qui donne la position de sa queue à l'instant t; 


en effet, on a 
z(s, t) = Z[s+ o (t)]. (3) 


L’accélération de la couleuvre (plus précisément la composante tane 
gentielle de l'accélération le long de l') est évidemment ©” (t), de 
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sorte que l'équation de son mouvement dans le canal s'écrit 
mo“ (t)=Fe(t)+ Fi(t), (4) 


où m est la masse de la couleuvre, F, et F, sont respectivement les 
forces extérieures et intérieures appliquées à la couleuvre. La résul- 
tante extérieure F, est due au frottement de la couleuvre contre les 
parois du canal; nous la posons d’abord nulle. 

D'après ce qu'on a vu précédemment il est naturel d'admettre que 
les forces intérieures déterminées par les efforts musculaires de la 


Fig. 117 


couleuvre sont proportionnelles à la dérivée de la courbure de la 
ligne l au point considéré. Pour cette raison on suppose que la force 
intérieure résultante 


l 
(= | pts # K'Is+o(ds, (5) 
0 


où le coefficient de proportionnalité q est une fonction que doit choisir 
la couleuvre. Comme F, — 0, alors selon l'équation (4) F, est pré- 
cisément la poussée de la couleuvre. 

L'’effort développée par la couleuvre sur telle ou telle portion du 
corps est déterminé par la fonction @. De sorte que l'effort global 
mis en jeu pour créer la poussée est : 


l 
J'(H= | flots Dés (6) 
0 


où f est une fonction non négative croissante qui définit la dépendance 
de l'effort de flexion par rapport à la contrainte musculaire de la 
couleuvre. 

Pour économiser ses forces la couleuvre doit résoudre le problème 
d'extrémum suivant : elle doit se donner son effort global J (t) = J, 
et choisir la fonction œ telle que la poussée F; ({) soit maximale. 
La résolution de ce problème est à la portée de toute couleuvre initiée 
aux éléments du calcul variationnel, car c'est un problème d'extré- 
mum de la fonctionnelle (5) sous la condition J (t) = J4. 

Comme les problèmes d'extrémum lié, il se résout par la méthode 
des multiplicateurs de Lagrange, i.e. se réduit à la recherche d’un 
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extrémum ordinaire de la fonctionnelle 
[l 
Fa) (#7 (= À (pts, 9 L'Is+0 (IA (D flp(s, DI}ds. (7) 
0 


La fonction extrémale doit maintenant satisfaire aux relations 


EL —A)= A Is+0(#)]—2 (6) f'[p(s, #]=0, 


e (8) 
[flots 1ds= y. 
0 
De la première équation de ce système il vient que 
kK' 
pts, = (Er), (9) 


où g est l'inverse de la fonction connue f’ ?), de sorte que la substitu- 
tion dans la seconde équation pour un effort donné J, permet de choi- 
sir la fonction À. Les efforts de la couleuvre sont trouvés et pour éta- 
blir la loi de son mouvement il reste à résoudre l'équation différen- 
tielle ordinaire (4). 

Montrons maintenant de quelle façon on peut tenir compte du 
frottement. On suppose que la fonction Z (o) est périodique de période 
l'et que la force extérieure F, ne dépend que de la vitesse du mouve- 
ment: F,(t) — —k (o’ (t)) L, où k est une fonction connue. Si l’on 
exige que la couleuvre se meuve uniformément à la vitesse donnée 
o’ — V, on trouve de l'équation (4) que F, + F, = 0, ces deux 
grandeurs étant constantes. Compte tenu de l'expression de la fonc- 
tion (9) où l’on peut maintenant poser t — 0 et © (0) = 0 on tire 
de (5) et de (6) les relations 


l 
pe [rte Le )]ds. Hyhie je g(ÆQ) K'(s)ds. (10) 


On peut en déduire l'effort global J que doit développer la couleuvre 
pour se déplacer à la vitesse donnée V. 

Mouvement dans l’eau. Nous supposons toujours que la couleuvre 
se déplace dans un plan que nous prenons pour plan (x, y). Supposons 
que dans le système de coordonnées se déplaçant avec le centre de 
gravité de la couleuvre son axe de symétrie soit donné par l'équation 


y=y(x t) (11) 


et sa section par chaque plan x = x,, a ro < b, est un cercle de 
rayon r (fig. 118). 


1) Pour que l'inverse de f” existe il faut supposer que f est non seulement 
croissante mais aussi convexe. Nous faisons cette hypothèse. 
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En supposant que le mouvement est irrotationnel on peut écrire 
d'après le théorème de la quantité de mouvement 


mV=p Î grad p d, 
po) 


où m est la masse de la couleuvre, V la vitesse de son centre de gravité, 
p la densité du liquide, D le domaine occupé par la couleuvre, dv 
l'élément de volume. D'après la 

ÿ formule de Stokes 


mV =p Î pn ds, (12) 
S 


où S est la surface du corps de la 

couleuvre, n le vecteur unité de la 

normale extérieure à cette surface, 
dS l'élément de surface. 

Fig. 118 Calculons la composante nr, du 

vecteur de la normale; en désignant 

par & l'angle entre ce vecteur et l'axe des y et par f l'angle entre la 


tangente à la courbe (11) et l’axe des x z (te B = æ), on a de toute 
évidence 


: dy 
= —Cosasinf &—-7 cos a 


à condition que la pente 34 soit petite (ce que nous supposons). Com- 


x 
me dS = r da dr il vient de (12) que 
mV,= —pr| | pcos œ da dx. (13) 
$ 


Supposons que dans chaque section x = zo, a << xzo << b, le flux 
considéré diffère peu de celui contournant un cylindre de rayon r 
qui se déplace le long de l'axe des y à la vitesse 


(14) 
(voir fig. 118). On peut alors admettre que sur la surface S la valeur 
du potentiel est approximativement égale à 

= —Ur cos a 


(cf. $ 23). En portant cette valeur dans (13) on obtient 
2x b b 
mV,= pr? Î cos? « da Î U SL dr = apr i U dx. (15) 


(D a a 
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Supposons ensuite que le mouvement de la couleuvre ressemble 
à celui de l'onde progressive, i.e. l'équation (11) se met sous la forme 


y = flz + 0 (t)]. (16) 


On trouve alors de (14) que U = f’ [x + © (t)] Lo’ (&) — V,] et 
après la substitution dans (15) on a 


b 
mV = npré [0' (#)— Vi | {f'Lz+ 0 (1 dr. 


Posons , 
p=npre | {fIe+0()} dr, (47) 


alors V, aura pour expression 


__ pro” (t) 

V,= Rue (18) 
La quantité u est dite masse induite du liquide. La vitesse du 
centre de gravité de la couleuvre V,<< c’ (t), dans un canal rigide 
V, = 0’ (t). Lorsque la couleuvre se déplace dans un canal tout le 
travail utile de ses muscles est dépensé pour le mouvement de trans- 
lation du corps et pour le travail contre les forces de frottement; 
si le mouvement a lieu dans un liquide, une certaine partie du tra- 
vail musculaire se transforme en l'énergie cinétique des particules 
du liquide. De sorte que dans un canal rigide la couleuvre a un rende- 
ment plus grand que dans un liquide. Il n’est pas difficile de calculer 
ce rendement dans le schéma approché de mouvement en question, 

voir E. Scher [6]. 


$ 34. Propagation des ondes et problème des tsunamis 


Nous allons conclure ce chapitre par la considération de quelques 
problèmes de la théorie des écoulements d'ondes non stationnaires, 
et plus spécialement de: 1) l'effet de guide d'ondes, un effet nouveau 
se manifestant en présence d’un fond irrégulier; 2) la prévision à 
brève échéance des tsunamis sur la base de l'information sismique. 

Le terme tsunami signifie en japonais onde exceptionnellement 
longue. Les tsunamis résultent de brusques déplacements de vastes 
zones du fond de l'océan lors des tremblements de terre sous-marins. 
En règle générale le tsunami est composé d’un groupe de deux ou 
trois ondes qui, en pleine mer, sont très longues (une centaine de 
kilomètres) et en pente douce (1 m de hauteur) et de ce fait ne sont 
pas dangereuses. Mais à l'approche de la côte leur hauteur croît 
en raison de la diminution de la longueur et peut atteindre 30 m 
(aux dires des témoins). En déferlant sur la côte elles font d’impor- 
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tants dégâts et des victimes. Dans la nuit du 4 au 5 novembre 1952, 
une onde tsunami due à un tremblement de terre qui s'est produit 
à proximité des côtes de Kamtchatka, a complètement rasé la ville 
de Sévéro-Kourilsk [7]. Notons que les tsunamis de cette ampleur 
sont rares : une ou deux fois par siècle. 

En analysant les données de l’observation des tsunamis on cons- 
tate que la hauteur de l'onde au niveau de la côte (les conditions 
de l'attaque de la côte étant les mêmes) ne diminue pas de façon 
monotone avec l'éloignement de l’épicentre du tremblement de terre. 
On peut expliquer ce phénomène par deux causes : l'orientation 
initiale de l’onde conditionnée par les données initiales et l'influence 
du relief du fond lors de la propagation de l'onde. Analysons de 
plus près la seconde cause. 

Influence du relief du fond. On a montré au chapitre I que dans 
le cadre de la théorie linéaire des ondes en eau peu profonde la pro- 
pagation des ondes est décrite par l'équation acoustique 


metete)+g(ra))=0 @ 


où hk—h (x, y) est la profondeur du lac (cf. (35), $ 2). D'après 
cette théorie la vitesse de propagation des ondes est donc égale à 
V gh (x, y), si bien qu'au-dessus des crêtes sous-marines la vitesse 
est plus petite qu'’au-dessus des fosses. Cela entraîne une déformation 
des ondes qui s'accompagne d’une concentration de l'énergie dans 
les régions peu profondes du lac. 

En acoustique on sait que si la vitesse du son a son minimum sur 
une droite ou un plan M, la source de perturbation envoie le long 
de M un groupe d'ondes dont l'amortissement est faible et dont 
l'énergie est localisée au voisinage de M. La ligne (surface) de mini- 
mum de la vitesse du son est donc une sorte de guide pour les ondes 
sonores. 

En 1957 M. A. Lavrentiev a avancé l'hypothèse que les irrégula- 
rités du fond de type crête sous-marine sont également capables 
de servir de guides pour les ondes de surface et a placé l'étude de ce 
phénomène dans le cadre de théories plus précises. Peu de temps 
après, en 1959, Sun Tsao [8] a établi expérimentalement la pro- 
pagation quasi stationnaire d’une onde solitaire au-dessus d’une 
crête sous-marine en constatant qu'au-dessus de celle-ci l'amplitude 
de l'onde est plus grande qu'ailleurs. En 1965 R. Garipov [9] a 
démontré dans le cadre de la théorie linéaire que l’irrégularité du 
fond de type crête sous-marine : 


h = h(x), h (—o0) = Rk (0) > min (x) > 0, (2) 


où k tend assez rapidement vers sa limite lorsque x —> +oo, st 
effectivement un guide pour les ondes de surface. 
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Rappelons qu’en théorie linéaire l'amplitude de l’onde & (x, y, t) 
et la vitesse du fluide grad © (x, y, z, t) sont supposées petites. 
Cela permet de reporter les conditions aux limites de la surface 
libre du fluide sur son plan d'équilibre z = 0 et de supposer que le 
potentiel des vitesses ® comme fonction des variables spatiales est 
défini dans un domaine fixe D —{—h (x, y) < z< 0}. La condition 
d’incompressibilité entraîne l'harmonicité de la fonction ® dans 
le domaine D pour toute date t 


92© 620 830 
Sur le fond, pour z = —h (x, y), on doit avoir la condition 


d'imperméabilité 

80 6h , 20 h 20 

“a do à — (4) 
et sur la surface libre € — & (x, y, t), deux conditions: la condition 
de constance de la pression qui en vertu de la formule de Cauchy- 
Lagrange (30), $ 1 s'écrit 


+ grad DE gt = 0 (5) 


et la condition d’imperméabilité 

420 2, 20 20 _ 

ôt is 0x 0x ‘ Ôy ôy E = 0. (52) 

Dans les limites de la précision adoptée on peut transférer les 

dernières conditions de la surface libre du fluide z —:& (x, y, t) 
à son plan d'équilibre z = 0 et rejeter les termes non linéaires. 
Ces conditions deviennent alors: 
pour z = 0 


+0, 20. (5) 


De plus, on doit satisfaire aux conditions initiales: 
pour { — 0, 


D = (OZ (x, VE z), ra = Lo (z, y), (6) 


où ®, est une fonction harmonique dans le domaine D. La détermi- 
nation des fonctions © et & satisfaisant à l'équation (3) et aux condi- 
tions (4), (5), (6) est dit problème (L). 

Il est possible de formuler le problème (L) d’une autre manière. 
A cet effet on remarquera que la fonction harmonique ® à tout ins- 
tant t est définie univoquement par ses valeurs ® [0 — q (x, y, t) 
sur le plan z = 0 et par la condition d'imperméabilité du fond (4) 
(problème aux limites mixte, cf. L. et Ch.), ce qui permet de déter- 


miner l'opérateur K: q—+ | 0 faisant correspondre à chaque 


8z 
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fonction @ = ® |:., la valeur de la dérivée normale de la fonction 
harmonique correspondante © sur le plan z — 0. 


En éliminant de (5) la fonction & on aboutit à l'équation FR + 


+ ES = 0 qu'on peut encore écrire 


2 
LE + eKp=0. (7) 


Si la profondeur du fluide est faible, l'opérateur X peut être remplacé 
par un opérateur différentiel approché puisque 


kqp= (x) 5 (2 )+0o(m. (8) 


En portant cette expression approchée dans (7) on trouve que 
la fonction p, tout comme £, satisfait à l’équation acoustique (1). 
Ces deux fonctions définissent complètement le mouvement. 

R. Garipov a montré que l’image qualitative du guide d’ondes 
en présence d’une crête sous-marine est décrite correctement déjà 
dans le cadre de l’approximation acoustique décrite précédemment. 

L'effet de guide d'ondes est-il essentiel dans la propagation 
d'un tsunami? Les données sur le relief du fond marin dans les 
régions tsunami-actives ne révèlent pas la présence de crêtes sous- 
marines s'étendant des épicentres des tremblements de terre vers 
le littoral. Il semble cependant que le rôle de guide d’ondes soit 
tenu par les terrasses et seuils continentaux. Ceci est mis en évidence 
par les particularités de certains tsunamis. 

Caractéristique générale des guides d’ondes. L’aptitude des ondes 
sonores, élastiques, herziennes, etc., de se propager dans des milieux 
inhomogènes par guide d'ondes sans dissipation d'énergie a une 
nature mathématique commune qui peut être décrite selon R. Gari- 
pov [10] de la manière suivante. 

On suppose que la propagation des ondes est régie par l'équation 
(7) où l'opérateur X n'’agit que sur les fonctions des variables spa- 
tiales. Dans un espace hilbertien convenablement choisi cet opéra- 
teur est symétrique et positif, ce qui entraîne la loi de conservation 
de l'énergie. Plusieurs problèmes admettent une position approchée 
telle que cet opérateur peut être supposé différentiel. Pour fixer 
les idées, on n'envisagera dans la suite que des ondes sur l’eau. 

Adoptons la condition supplémentaire d'homogénéité du guide 
d'onde: l'équation (7) est invariante par une y-translation et le 
fond du lac est décrit par une équation de la forme h = h (x) (de 
sorte que (7) est invariante par les déplacements le long des aspérités 
du fond). 

Sous cette condition on peut chercher les solutions particulières 
de l'équation (7) sous la forme 


el(ut-vup (z), (9) 


z=0 
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où & et v sont des nombres réels et 1 — 0 lorsque x + +oo. En 
portant (9) dans (7) et en tenant compte de ce que l'opérateur K 
n’agit que sur les variables spatiales on a la relation 


gKe-ivup (2) = 2e ip (x). (40) 


De la condition d’homogénéité il vient que les variables x et y sont 
séparables et l’on aboutit au problème des valeurs propres pour la 
fonction w. Si les valeurs propres &° (v) existent (ÿ et w sont égale- 
ment fonctions du paramètre v), l'irrégularité considérée sert de 
guide d'ondes. 

La solution (9) est une onde progressive qui se propage au-dessus 
de la crête sous-marine et s’amortit au loin dans la direction per- 
pendiculaire. En la multipliant par une fonction quelconque de v 
et en intégrant sur v on obtient une onde non stationnaire se pro- 
pageant parallèlement à l'axe des y et dont l'énergie est localisée 
dans une petite bande parallèle à cet axe. 

R. Garipov a montré que la condition (2) avec la condition sup- 
plémentaire d'homogénéité est suffisante pour l'existence de solutions 
de la forme (9) donnant le guide d'ondes. Notamment elle est remplie 
lorsque le fond du lac est plan partout sauf une bandelette de largeur 
e surmontée d’une élévation de hauteur de l’ordre de e. Par consé- 
quent, quel que soit e >> 0, au-dessus de cette élévation se propagent 
des ondes faiblement amorties. On démontre que lorsque e — 0 
les valeurs de 1 (r) tendent uniformément vers 0, autrement dit, 
lorsque e —+ 0 le guide d'ondes disparaît graduellement. 

Notons que la condition d'homogénéité n’est pas une restriction 
essentielle, elle n’est introduite que pour simplifier les raisonnements. 
Il est naturel de s'attendre à ce que les solutions de la forme (9) 
donnant le guide d'ondes existent également dans un cas plus général 
où l'élévation du fond du lac est localisée dans une bande de largeur 
bornée s'étendant à l'infini. 

I1 convient de signaler que des ondes de la forme (9) longeant 
une rive plane inclinée ont été trouvées déjà par Stokes et ont été 
étudiées par plusieurs auteurs, voir [11]. Nos raisonnements sont 
également valables dans le cas d’un banc longeant une côte verticale 
et pouvant aussi servir de guide d’ondes. 

Conditions suffisantes !). Après la séparation de la variable 
y et du temps t on obtient pour la fonction y (x) dans (9) l'équation 
suivante : 


Av = o°Ÿ. (11) 


1) Pour la lecture de cette division et des suivantes la connaissance des 
éléments de l'analyse fonctionnelle est indispensable; voir F. Riesz, B.Sz.- 
Nagy, Leçon d'analyse fonctionnelle, Budapest, 1953. 
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CA 4 


L'opérateur À réalise l’application ÿ —+ en D où Y est solution 
du problème aux limites 
+ —vY=0 dans D={—h (x) <2<0}, 
av (12) 
Vho= (x), un = 0: 


Cet opérateur dépend du paramètre v et de la forme du fond z — 
= —kh (x); pour le souligner on écrira À — À (h). 

On va essayer de démontrer la condition suffisante (2) d'existence 
du guide d'ondes, formulée ci-dessus. On a vu qu'il faut démontrer 
à cet effet l’existence des fonctions propres Ÿ de l'opérateur À. 


Fig. 419 


Pour simplifier on suppose encore que le fond du lac est une surface 
suffisamment lisse et que k (x) = 1 en dehors d’un certain intervalle 
fini (fig. 119). 

L'opérateur À est supposé agir dans un espace hilbertien Z, (AR). 
Il est défini sur un espace de Sobolev W1 (R) et est auto-adjoint. 
Désignons par À (1) l'opérateur À pour le cas d’un fond plan (h (x) = 
= 1); il a le même domaine de définition W! (AR). 

Lemme. L'opérateur B = À (h) — A (1) est complètement 
continu. 

Démonstration. Désignons par D, la bande {—1 < 
<z<0}et par Y, la solution du problème aux limites (12) dans 
ce domaine. Remarquons maintenant que la fonction Y — Y, 
est définie et satisfait à l'équation (12) dans l'intersection D ND;, 
s’annule à la frontière z — 0 et satisfait à la condition inhomogène 
de Neumann sur la frontière inférieure de D ND,, le support de 
cette inhomogénéité étant centré sur un ensemble borné marqué 
en pointillé sur la figure 419. Pour cette raison (cf. L. et Ch.) toutes 
les dérivées de la fonction # — Y, sur z — 0 diminuent exponentiel- 
lement lorsque zx —+ + oo. De plus, l'inhomogénéité indiquée des 
conditions de Neumann est estimée par || 1 ||, norme de la fonction 
= = Y, = dans L,. En profitant encore du caractère 
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local des problèmes elliptiques on obtient 


(] 4 0Y ôY. _ 
| 8v|- (5-5). |<conste 1x (| ||. 
D'où l'assertion du lemme. 


“oz \ 6: En 

Servons-nous maintenant de deux faits connus de la théorie 
spectrale des opérateurs auto-adjoints: 1) la borne inférieure du 
spectre de l’opérateur À se confond avec celle des valeurs (4, y) 
sur l'intersection de la sphère unitaire avec le domaine de sa défini- 
tion D 1, et 2) les spectres continus des opérateurs À (h) et À (1) 
coïncident (ceci découle du fait qu’en vertu du lemme ils diffèrent 
d'un terme additif complètement continu). 

Déterminons le spectre de l'opérateur À (1). Il est commode 
d'utiliser la transformation de Fourier 


=Fp=7— | etemp(x) dr. 


0 
L'opérateur À (1) étant invariant par toute translation « sa transfor- 


mée de Fourier » À (1) — FA (1) F-!est un opérateur de multiplica- 
tion par une fonction. Il est aisé de calculer 


(4 (1)Ÿ) (0) = V 02+ vi th V 07 +v2 Ÿ (0). 


Le spectre de l'opérateur À (1) est purement continu (À (1) n’a pas 
de valeurs propres) et couvre le demi-axe [v th v, co). Comme À (1) 
et À (14) sont unitairement équivalents, leurs spectres coïncident. 

Ainsi donc, en dehors de {v th v, c) l’opérateur À ne peut avoir 
que des valeurs propres isolées de multiplicité finie. Par suite la 
condition 

inf (A, Ÿ) <vthv (13) 
Ibll=1, VED 4 

est une condition suffisante d'existence des fonctions propres 
de cet opérateur. 

On se propose de démontrer que la condition (2) est suffisante. 
Pour cela transformons l'expression de la fonctionnelle 


(Aÿ, %) = Î VA (+) dx = f Yo [2 dz. 


On a ici l'intégrale de y étendue à la partie {z — 0} de la 
frontière du domaine D = {—h (x) < z << 0}; comme, selon (12), 
sur la partie restante de la frontière us — 0, on peut admettre que 
cette intégrale est calculée sur toute la frontière 9D. En appliquant 
18% 
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alors la formule de Green on a 
eau De TT CE (NE) (VE )}are 


ou, en considérant cette expression comme une fonctionnelle de W 
et en tenant compte de l'équation (12), 


T (Y)= | | Cy+ wi veu) az de. (14) 
D 


L'équation (12) est dite équation d’Euler pour la fonctionnelle T, 


par conséquent sur l’ensemble des fonctions {Y € W1 (D): W] 0 = 
= 1 (x)} la fonctionnelle T est minimisée par la solution de cette 
équation (voir par exemple [12]). Calculons la valeur de 7 sur la 
fonction 


W=Vae-aixl w(:), 
i eo —1<z<0, 


vO=xr 1, 3<—1; 


on obtient 


T (F)=a Î Î (auw+( eu ds + veut) e—2alxl dx dz. 
D 


Le premier terme sous le signe somme étant remplacé par sa valeur 
maximale et compte tenu de ce que pour z > —1 


dw\2, , 2 
(+ +vu= ch 2v(241), 


il vient 
T(F)<a? maxh(z)+vthv+ 


LR {— sh (2v [1— 2 (x)l) e—2alx| dx + 
{x: h(x)<1} 


+92v [h (z)— 1] e-2eixl az} . 
{x: h(x)2>1} 


Il en résulte que s’il existe un point x, où  (x,) << 1, l’accolade du 
second membre de cette inégalité devient négative pour un v suffi- 
samment grand. En fixant ce v et en faisant diminuer & on peut 
rendre toute la partie de droite inférieure à v th v, de sorte que la 
condition (13) sera remplie. On a ainsi démontré que la condition (2) 
est une condition suffisante d'existence du guide d'ondes. 

Dans les développements ci-dessus le fait que le fond se projette 
de façon unique sur le plan z — —1 n'est pas essentiel. Si bien 
qu'il est possible de formuler la condition suffisante d'existence 
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du guide d'ondes de la façon suivante: le fond se confond avec un 
plan horizontal extérieur à une certaine bande et la profondeur mini- 
male est inférieure à celle au-dessus de la portion plane du fond (il 
y a lieu d’y ajouter encore quelques conditions de dérivabilité du 
fond). 

Soit à présent une fonction propre de l'opérateur A. Alors, 
la fonction 

w(x, y)=e-imp(zx, v) 

est une fonction propre généralisée de l’opérateur Æ de l'équation 
(7) (elle ne décroît pas lorsque y — + o et de ce fait n'appartient 
pas à l’espace ZL, (R°) où agit l'opérateur X). La fonction propre 
généralisée décroît rapidement dans le sens perpendiculaire au 
guide d'ondes. Dans le cas d'un guide d'ondes inhomogène on doit 
aussi avoir des fonctions propres généralisées de l'opérateur X pos- 
sédant cette propriété. Mais ceci n'a pas encore été démontré. 

Asymptotique des ondes. On montre [10] que si la fonction 
h (x) tend assez rapidement vers sa valeur limite k (œ), alors l'opé- 
rateur À ne possède qu’un nombre fini de valeurs propres en dehors 
de son spectre continu [vthv, co). Numérotons-les en répétant 
chacune d'elles un nombre de fois égal à sa multiplicité : ©? (v), . .. 

.., © (v), et désignons par W, (x, v), . .., n (x, v) le système 
orthonormé de fonctions propres qui leur correspond. En vertu de (14) 
l'opérateur À est positif, par conséquent tous les w, sont réels; les 
fonctions ÿ, peuvent aussi être considérées comme réelles. 

Les quantités w? et W, sont des fonctions paires du paramètre v 
(puisqu'elles dépendent de v°) et sont définies pour ay << | v | < Br 
où ay > 0 et By << oc. L'opérateur À dépendant analytiquement du 
paramètre v les wf et 4, sont donc des fonctions analytiques de v 
sur les intervalles (ay, B) et (—B:, —ax); lorsque |v |— ax 
ou vers B, la quantité wf (v) tend vers la frontière inférieure du 
spectre continu v th v. I] nous est commode d'admettre que wx (v) = 
= + Vo (v) sont des fonctions impaires. 

On se propose d'obtenir un développement asymptotique des 
ondes se propageant le long du guide d'ondes (au-dessus d’une crête 
sous-marine). À cet effet il est utile de remarquer que toute solution 
de l'équation (7) satisfaisant aux conditions initiales et aux limites 
(5) et (6) peut être représentée sous la forme d’une somme 


P 
1 
P (x, VE t) 9x > f eivpy (z, v) X 
k=1 ap <IVI<Bg 
j t 
x (an (D ÉPAOE + B, (v) cos on (v)+) dv + qu (az, 20) (15) 
dont les termes additifs sont orthogonaux au sens de L, (R®°) (voir 
19] et [10]. Pour déterminer les coefficients de ce développement il 
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suffit de se es que ® = ® |... et de se servir de la relation (5) 
d’après laquelle + [emo = —gl(x, y, 0); il vient 


etre —g [Sen (s, v)6( y, 0)az dy, 


(3 


bn (v)= À Ver (x, v) gta, y, 0) dx dy. 


Les valeurs initiales de q et de & (ainsi que de la fonction ;) étant 
réelles, on a ax (—v) = az (v), b4 (—v) = b, (v). Il est intéressant 
de noter que l'énergie du mouvement est égale à la somme des éner- 
gies des mouvements décrits par les divers termes dans (15). 

Le terme œp, décrit des ondes se propageant dans toutes les 
directions et nous n'allons pas le considérer. Envisageons le k-ième 
terme de la somme et notons-le w,. Il lui correspond un groupe 
d'ondes d'amplitude 


4 9 Hit 
Ex (2, ÿs = —<mern 


cheminant le long de l’axe des y et localisées dans une certaine bande 
entourant cet axe: ceci découle du fait que la fonction ÿ, décroît 
rapidement lorsque |zx]| croît. Occupons-nous de l'asymptotique 
de ces ondes. 

En vertu de la parité en v des fonctions 1 et de la propriété des 
coefficients ax et b, indiquée précédemment l'intégrale de (15) 
sur le segment (—f,, —@,) est conjuguée complexe de l'intégrale 
sur le segment (&,, B,). En réunissant ces intégrales, en exprimant 
le sinus et le cosinus au moyen des formules d’Euler et en ne prenant 
qu’une partie de y, correspondant à ei®t on obtient alors au lieu 
de (16) 


8 
Leg = — ge Re | etet-v)p(z, v) (a + ibu) dv 
L.2 


(pour abréger on a omis l’indice k). Si l’on se déplace le long de l'axe 
des y à la vitesse constante c, i.e. y = ct, le problème se réduit à 
l'estimation asymptotique pour de grands t de l'intégrale 


B 
I(z, t)= Ï eitw-av)t F(z, v) dv, (17) 


a 


où F (x, v) = — HR Ÿ (x, v) (a + ibo). 
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Il nous faut éclaircir le caractère de la dépendance w = « (v). 
Utilisons à cet effet la relation (11) d'où il découle, compte tenu de 
ce que ||b|| = 1, que w? — (A, W). En profitant à présent de 
l'expression (14) et en mettant la dérivée sous le signe somme on 
trouve que 

2 
207 2 Al LAPETAPENSSTE _ w2} dx dr, 


La fonction WY,1 satisfaisant à l’équation 
Ci Ca 
(3 LS —%) [Fu 


déduite de (12) par dérivation par rapport à v°, l'égalité précédente 
peut être récrite sous la forme 


5 - 2[[{&(* pe) )+2 (y as )} de sde [f wacdr, 


Appliquons maintenant la formule de Green en tenant compte de 


ô 5 
ce que — = 0 pour z = —h (x); il vient 


[tt = )+2 (y ve) } dr = 


CL A d 
= Î Vs d2 = xs (AV, LE 


En portant cette égalité dans la précédente et en tenant compte de 
ce que (A, Ÿ) = ow° on trouve finalement que 


= gl YWidr dz>0, 


et par conséquent on peut choisir © (v) = + Vo? (v) tel que sur 
le segment (œ, B) on ait w’ (v) > 0. 

En passant à l'estimation asymptotique de l'intégrale (17) 
signalons avant tout que lorsque ©” (v) = 0, soit © — a + bv, 
les ondes ne s'amortissent pas. En effet, dans ce cas 

B 
T(z, t)= est Î etc) VIF (x, v) dv, 
L2 
et si l’on pose b = c, i.e. on se déplace le long du guide d'ondes 
à la vitesse c — ©’ (v), on aura I (x, t) — et, (x). 
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Si au contraire w” (v) 0 sur l'intervalle (&, B), on peut alors 
appliquer à (17) la méthode de la phase stationnaire, qui est une 
variante de la méthode du col (voir L. et Ch.). On obtient dans ce 
cas que les ondes s’amortissent à une vitesse de l’ordre de t-1/? (voir 
[141). Notons qu'en l’absence de crête sous-marine (un fond plat) 
les ondes s’amortissent plus rapidement, à une vitesse de l'ordre de 
t”1 (voir [13] par exemple). 

La même méthode montre que si au point v, E (&, B) &w” (v) 
possède un zéro d'ordre m, à ce point correspond un groupe d'ondes 
qui s’amortissent encore plus lentement, avec une amplitude de 

1 


l'ordre de t "+? , et se déplacent le long de l’axe des y à la vitesse 
moyenne c = &’ (ve). La méthode permet également de trouver une 
expression asymptotique pour ces ondes. Supposons par exemple que 
&” (v) ait un zéro de second ordre en un point v — v,, de sorte que 
oo" (v) =c>0, &”(v,) = ©” (v,) — 0, et lv (v,) = —x < 0. 
Alors (cf. [9]) 


+ __ _ PU. vo) 
gt x 
x Re {La (vo)-+1b (0) @ (vo) etétot-iir (AE) } Lo (117), (18) 


« 


ou 


FE= Let Tire 


3 
jEpre rt 


1A—i ét 
— () : 
T7 +o(lEI"!) 

Jusqu'à présent il était question du développement asymptotique 

d'un groupe d'ondes £, correspondant au HN terme de la somme 


(15). L’asymptotique de la somme & — : Cr se détermine par le 


terme qui s'amortit le plus lentement ets TE y a plusieurs tels termes, 
les termes principaux de leurs développements asymptotiques ne 
s'éliminent pas en vertu de l’orthogonalité indiquée plus haut. 

Les fonctions w, (v) dont dépend le caractère des développements 
asymptotiques sont définies par la forme du fond, i.e. par la fonc- 
tion k(zx). E. Bitchenkov et R. Garipov [15] ont étudié la dépen- 
dance de w4 (v) par rapport à la forme du fond. Cette dépendance 
est particulièrement simple dans le cas où la crête sous-marine est 
un large gradin de petite hauteur, c'est-à-dire lorsque la fonction 
h (x) est de la forme 


1—Sg pour ÉRS 
h(z)= 4 
1 pour EIPTE 
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où gest un petit paramètre (fig. 120). Il s'avère qu’il existe une aire 
critique du gradin S% telle que pour S << S£ la fonction w; (v) 
n’a pas de zéros, pour S$ — S% un zéro de multiplicité 2 et pour 
S >.5% deux zéros simples. Par conséquent, pour S << S% le groupe 
d'ondes correspondant s'amortit à une vitesse de l’ordre de t-1*, 
pour $S >> .S% à la vitesse 4-15 et pour S = S% le plus lentement, à 
une vitesse de l'ordre de t-1/6. 

Donc, l'influence d'une crête sous-marine sur la propagation 
des ondes ne se ramène pas à un simple accroissement de l’amplitude 
mais détermine essentiellement la propagation même de l'onde en 


Z=h+b(zyt) 


Zb(24Ù Peptt 


Fig. 120 Fig. 121 


modifiant le caractère de son amortissement le long de la crête. 
Le long de la crête peuvent se propager des ondes qui s’amortissent. 
lentement. 

Modèle élémentaire des tsunamis. En passant à la considération 
des tsunamis nous idéalisons avant tout ce phénomène. L'’écorce 
terrestre est considérée comme un demi-espace {z << 0} élastique, 
homogène et isotrope surmonté d’une couche fluide de profondeur 
constante h (fig. 121). 

A l'état d'équilibre, le tenseur des contraintes élastiques dans. 
l'écorce terrestre a pour expression 


0 0 0 
o—10 0 0 
O0 O —p5+P0gz 


où ps est la densité de l'écorce, g l'accélération de la pesanteur 
et p, la pression à la frontière du demi-espace en l'absence de mouve- 
ment. Lors d'un tremblement de terre surgissent des contraintes © 
et des déplacements u (x, y, z, t) — (u,, u,, u:) supplémentaires 
liés entre eux par la loi de Hooke: 


ôu; ôu ) (19) 


O1 = ÀOGy+ pu (+ 
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où À et u sont des constantes élastiques de la Terre, 6; le symbole 

de Kronecker et 6 — + +S a la divergence du champ 
1 2 

de déplacements (les coordonnées a y et z sont provisoirement 

désignées par x, x, et xs). 

Les processus qui font sortir le système de l'état de repos sont 
simulés par un champ vectoriel de forces massiques f (x, y, z, t) = 
= (f, fa, fs). Compte tenu de ce que le champ de contraintes de la 
Terre est o° + © on peut écrire les équations des oscillations élasti- 
ques: 


62 à _6 : 
ns = Le 071 or Aui+ fi i=1, 2 3 (20) 


{voir par exemple, [16]). La fonction f varie selon une certaine loi 
dans l'intervalle de temps t, < t < t, + 7, lorsque le foyer sismique 
est le siège de processus géophysiques actifs; on admet qu'après 
cela elle ne dépend plus du temps et est égale à f, (x, y, z) (force 
résiduelle). En réalité f, = 0 mais on l’introduit afin de prendre en 
considération, dans le cadre de la théorie de l’élasticité, les déplace- 
ments irréversibles de l'écorce qui subsistent après les tremblements 
de terre par suite des déformations plastiques. 

L'écoulement du fluide débutant depuis l’état de repos on le sup- 
pose potentiel en désignant la fonction potentielle par ® (x, y, z, t). 
La vitesse du fluide grad ® est supposée petite. La pression au sein 
du fluide est déterminée d'après la formule (linéarisée) de Cauchy- 
Lagrange 


p=po—p (e:+$), 


où p est la densité du fluide. 

Décrivons maintenant les conditions aux limites. Supposons que 
les amplitudes des ondes fluides Ë et des ondes &, à la frontière 
d’un demi-espace élastique sont petites et transférons-les sur les 
plans d'équilibre z — h et z — 0 respectivement. Conformément à 
{5) sur la surface libre du fluide on a la condition 


LT +eS 27=0 pour Zz—h, (21) 


et sur le fond, deux conditions: la condition de continuité de la 
composante normale de la vitesse 


20 Ce _— ôus — 

== pour 2=0 (22) 
et la condition de continuité des contraintes normales, qui s'écrit 
{compte tenu de la linéarisation adoptée) sous la forme (o° + o) k = 
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—= —pk (où k est le vecteur unité de l’axe des z), soit en coordonnées 


ôu: ôus os dla ôus _ 
oz ôz =0, EE F En = 0, 


PoBEa+ 10 + Qu Ds p (gti + 5) | 


Faisons quelques hypothèses simplificatrices. Admettons avant 
tout que & = 0 et que le champ de déplacements u est potentiel 
(rot u = 0), la dernière hypothèse contredisant les deux premières 
conditions (22,) il nous faudra rejeter ces dernières. Admettons 
ensuite que la densité du fluide est petite par rapport à celle de 
l'écorce (p po), ce qui permet d'égaler à zéro le second membre 
de la dernière condition (22,;) (car il est petit devant pogü). 
Soient ! et 6 la dimension et le déplacement caractéristiques au 
foyer sismique, alors &, & 6, 8 Tetsi l'on suppose que ! & _ ‘ 
on pourra négliger aussi le terme p,g£, dans (22.). Cette condition 
se mettra alors sous la forme : 6 = O0 pour z = 0. 

Les forces massiques (f, = f, — 0) étant supposées verticales 
pour z = 0, il découle de nos hypothèses et de l'équation (20) que 
Ou: CAT Joue ne 
3m = jm pour z = 0. Les conditions initiales pour u peuvent 
être supposées nulles car l'écoulement se produit à partir de l’état 
de repos sous l’action des forces massiques qui commencent à agir 
à l'instant t, > 0. De sorte que sur la frontière de séparation z = 0 
on a constamment u, = u, = O0 et par conséquent la condition 
aux limites (22.) prend la forme 


80— 5 —0 pour z=-0. (22) 

La dernière hypothèse simplificatrice consiste en ce que la pro- 

fondeur de la couche du fluide est faible devant la dimension du 

foyer sismique (h € L) de sorte que l’on peut se servir de l’approxi- 
mation (8); il vient 

| _ 

4: 2h ôt 


pour z—0. (22) 


Lure (&+)06 Y; k, t)+ O (2). (23) 


Récrivons enfin les équations et les conditions aux limites obtenues 
en variables sans dimension 


’ L CEÔ er gLô , 
x= Lx, ie u— ôu’, = sf, A 
où l'échelle de longueur L est la distance du foyer sismique au point 
d'observation et c? — ik (on a u = 0) la vitesse des ondes 
(1 


1 6© 


Z à il faut 


élastiques longitudinales. Comme selon (5) £ = — 
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poser & — ôL'. Adressons-nous à la troisième équation (20); compte 
tenu des hypothèses u = 0 et rot u = 0 (en vertu de cette dernière 


D = Au,;), nous la récrivons en variables sans dimension !) pour 
t>0et z<O0: 
ou CL d?u o?u 
Que —( a tot a) = (24) 
la fonction f, différant de zéro uniquement pour t >t,, où t, > 0 
est l'instant où commence le tremblement de terre. Après le passage 


à l'amplitude d'onde sans dimension & et aux autres grandeurs sans 
dimension la condition (21) en approximation (23) s'écrit sous la 


forme 
9% 9% | 0? du 
om (> Ge To a) = EE (25) 


z=0? 


où c — ETS 


Les équations (24), (25) sont les équations fondamentales de 
notre modèle. La condition aux limites pour l'équation (24) est 
la condition (22): 


#—=0 pour z=0 (26) 


et pour les raisons exposées plus haut les conditions initiales pour 
ces équations sont de la forme: pour t = 0 


us 0, = 0. (27) 


Dans la division suivante on montrera comment on peut appliquer 
ce modèle au problème de prévision à brève échéance des tsunamis 
d’après les données sismiques. 

Problème de prévision à brève échéance. Conjurer un tsunami 
semble aussi difficile que conjurer un tremblement de terre. C'est 
pourquoi il n’y a que deux possibilités pour remédier à ce désastre. 
La première consiste à choisir pour la population riveraine les 
endroits non exposés à l’action des tsunamis. Or ces endroits sont 
incommodes pour la construction et en outre, comme les grands 
tsunamis ne se produisent qu’une ou deux fois par siècle, il est 
économiquement plus avantageux de reconstruire les villes que de les 
ériger dans des régions à accès difficile nécessitant des investissements 
quotidiens. L'essentiel donc est de savoir prédire les tsunamis et, 
en cas d’éventuel danger, d'évacuer la population de la zone mc- 
nacée. 

Ainsi le problème de prévision à brève échéance des tsunamis 
revêt une importance primordiale pour l’économie nationale. A l’heu- 


1) Les accents dans les notations des grandeurs sans dimension sont omis. 


$ 34] PROPAGATION DES ONDES ET PROBLÈME DES TSUNAMIS 285 


re actuelle cette tâche incombe aux stations tsunamis qui font des 
prévisions de tsunamis d’après les mesures des ondes sismiques. 
D'après les sismogrammes on détermine les coordonnées de l’épicentre 
du séisme et son intensité; si cette dernière dépasse la valeur de 
seuil, l'alerte est donnée dans les régions littorales situées le plus 
près de l’épicentre. 

Toutefois de forts séismes n'engendrent pas obligatoirement de 
grands tsunamis de sorte que l'efficacité d'un tel avertissement est 
faible: environ 80% d'alertes sont fausses. La technique actuelle 
de prévision de tsunamis nécessite des améliorations cardinales. 
Il faut utiliser les données sismiques avec une plus grande efficacité, 
perfectionner les méthodes de leur traitement. Ici on se propose 
d'analyser la position du problème et de donner quelques exemples 
modèles liés à sa solution. 

Précisons tout d'abord ce qu'on peut mesurer et ce qu'on a à 
prévoir. Soit sur la côte un point d'observation confondu avec 
l'origine des coordonnées dans le cadre du modèle décrit ci-dessus. 
La hauteur de l'onde tsunami au point d'observation est une fonction 
scalaire du temps &o (t) — & (0, O0, t) t >0. Pour origine du temps 
on prend le début de l’observatian. 

On se propose de prédire &, aussi exhaustivement que le permet 
la donnée du champ de déplacements sur une petite portion © de la 
surface de la Terre au voisinage du point d'observation. 

Choisissons pour © le cercle x° + y° << r?, z — O0 et supposons 
connu us(x, y, O0, t) pour (x, y, t)ES, où S = os X R}, est le 
produit du cercle o& par le demi-axe positif R; ={t: t > 0}. 

Le second membre de l'équation (25) contient les valeurs de la 


5 2u : 
fonction w — Te sur le plan z — 0, or nous ne connaissons que 


le signal sismique w |$, la valeur de cette fonction sur la variété S. 
C'est d’après ce signal qu'on doit prédire l’onde tsunami &, (t) 
pour t{ >0. Notons encore qu'en vertu de la condition aux limites 


: Frs ow }, Se 
(26) nous connaissons la dérivée normale à (égale à zéro) sur S. 


On va voir sur des exemples que c'est précisément cette circonstance 
qui nous dispense de la nécessité de mesurer le champ de déplace- 
ments à la profondeur. 

Prévision univoque. Désignons par W l'ensemble de tous les 
champs sismiques possibles, autrement dit des fonctions w (x, y,2,t) 
définies et deux fois différentiables dans le produit T de l’espace R° 
de variables (x, y, z) par le demi-axe positif R, ={t > 0}. On 
suppose que ces fonctions sont paires en z, c'est-à-dire que 
w(z, y, —2, t) — w (x, y, z, t) partout dans T, ce qui remplace 
la condition aux limites (26). 

I1 s'avère que si l’on impose certaines conditions initiales pour 
1 = 0 aux fonctions w € W et de plus certaines conditions aux sup- 
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ports des seconds membres de l'équation des ondes 


9? 8? 
AU = GR (28) 


Ow= 


qui doit être vérifiée par ces fonctions !) d'après (24), alors la donnée 
de w |, définit univoquement la fonction w dans tout le domaine T. 
Dans ce cas il sera possible d'après le signal sismique w | $ mesuré 
de reconstituer les valeurs w |..o, i.e. le second membre de l’équation 
(25), après quoi, ayant résolu cette dernière pour les conditions 
initiales nulles (27), de prédire univoquement l'onde tsunami. Les 
classes W jouissant de cette propriété seront dites classes d'unicité. 
Voici deux exemples. 
Exemple 1. Prenons la condition initiale sous la forme 
ôw(z, y,2,t) _ 
ôt Fa (28) 
et supposons que la période pendant laquelle dans le foyer sismique 
ont lieu des processus actifs soit tellement petite que l’on peut 
admettre théoriquement que t — 0. En supposant encore connu 
l'instant de séisme t, — 0 le second membre de l'équation (28) 
devient nul pour t >0. 

Voyons quelles forces massiques f, doivent créer les champs sismi- 
ques de cette classe W. Comme selon la seconde hypothèse on a 
83f 
2 = 0 pour ? > 0, alors 

fs = fos(Z, y, 2) fis(z, y, z)t pour t>0. 

Supposons que le mouvement commence à partir de l'état de 
Te tendent vers 0 lorsque t —+ + 0; de l'équation 
(24) qui est de la forme w = f; + Aus, il vient que 


lim w— 103 + Au; [2=0 = os 
t+0 


repos, alors us et 


. _ w dus Hs) 
our ET: = fia+ A hs 
(on a utilisé la condition (29)). Par suite, les forces massiques, qui 
font naître à partir de l'état de repos des ondes élastiques de la 
classe W, doivent s’écrire 


ee { fos(x, y, 2), t>0, 
LS 0 t<0, 


où /fos est une fonction arbitraire. 


1) L'équation (24) entraîne la validité de (28) en des points de 7 tels que 
z << 0; on admet que le second membre de (28) est prolongé de façon paire sur 
les valeurs z > 0 de sorte que l'équation est vérifiée dans tout le domaine T. 
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Démontrons que cette classe W est une classe d’unicité. A cet 
effet il suffit de démontrer que la condition w | — 0 entraîne 
l'identité w = 0. Si l'on prolonge de façon paire en t les fonctions 
w € W sur les valeurs t << 0, alors en vertu de la condition (23) la 
fonction prolongée w sera deux fois différentiable dans tout l’espace 
RS des variables (r, y, z, t) et partout dans R* satisfera à l'équation 
des ondes Ou = 0. Or par hypothèse w = 0 sur la variété S — 
= {2 + pp <Lr, 3 = 0, —o << t< ©}, et il découle de la parité 


de w en z qu’on a également F | a 0. Ainsi, la fonction #&: est la 


solution de l’équation des ondes dans tout l’espace R$ qui satisfait 
aux conditions nulles de Cauchy sur la variété $. D'où il découle 
précisément que #& = 0 (voir Courant [1]). 

Notons que dans la classe W de cet exemple l'application & |$ — 
— w est incorrecte : une petite erreur dans la mesure du signal & |s 
peut entraîner de grandes erreurs dans la détermination de w et, 
par suite, dans la prévision de l’onde tsunami &,. Pour les éviter 
il y a lieu d'isoler dans la classe d’unicité W une sous-classe de 
validité en posant quelques conditions supplémentaires. Les résultats 
obtenus par M. M. Lavrentiev [17] conduisent à l'hypothèse naturelle 
qu'on peut exhiber cette sous-classe en définissant à l'avance une 
constante Æ, servant de borne supérieure à l'énergie des ondes 
élastiques. La valeur de Æ, est évaluée à partir de raisonnements 
physiques comme énergie du séisme. 

Exemple 2. Choisissons pour W une classe de fonctions 
généralisées dans R avec supports dans T — R3 X R,, paires en 
la variable z et satisfaisant à l'équation 


Ow=ô(Ix—af—(t—1,))+ 6 (1x — a [° — (t — #)°). 
(30) 


où x = (x, y, z), a = (a, a, a) sont des points quelconques de A", 
a = (4, a, —a;) est un point symétrique de a par rapport au plan 
z = 0, t, > 0 une constante et 6 la fonction delta. Les supports des 
fonctions w € W sont concentrés sur la surface des cônes | x — a [? — 
—(t—14) =0, |x—af—(t—1,)} —0, t1>1t,, de sommets 
aux points (a, f,) et (a, to). 

Dans cet exemple W est aussi une classe d’unicité, autrement 
dit les valeurs w sont définies univoquement partout dans R* d’après 
les valeurs w |$. Il en va de même pour le point (a, t,). En effet, 
dans le cas contraire il existerait deux fonctions v et w € W telles 
que v |$ — w | mais les sommets des cônes associés (a, t,) et (b, t:) 
seraient différents. Mais alors les intersections de ces cônes avec la 
variété S devraient coïncider elles aussi, ce qui est impossible si 
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(a, to)  (b, t1) (voir la fig. 122 où le plan (x, y) est schématisé 
par une droite). 

Reconnaissance des tsunamis. On essaie de distinguer les séismes 
tsunamigènes des séismes non tsunamigènes (pour un même point 
sismique) par la méthode de reconnaissance des images. Il est difficile 
de révéler le caractère tsunamigène d’un séisme lors de l'analyse 
directe des sismogrammes, d’où l'intérêt de transformer les sismo- 
grammes de façon à mettre en évidence les paramètres tsunamigènes. 


t 


« 


Fig. 122 Fig. 123 


Le problème consiste donc à chercher un petit nombre d'indices 
numériques (Pi, Pos + - + Pm) tels que par la transformation 


P: W|s—> (Pr, Pas + + +, Pm) (31) 


les points de l’espace des indices correspondant aux séismes tsunami- 
gènes soient séparés par une certaine surface des points correspondant 
aux séismes non tsunamigènes. 

Il serait encore mieux de trouver une transformation (31) telle 
que les images des séismes engendrant des ondes tsunamis de même 
hauteur maximale remplissent une certaine couche dans l'espace 
des indices et que les couches associées à des hauteurs d’onde diffé- 
rentes ne se coupent pas (fig. 123). 

Un tel système d'indices est encore à l'étude. On a calculé les 
fonctions spectrales (de corrélation) des sismogrammes mais on n’a 
décelé aucune caractéristique particulière qui distingue les séismes 
tsunamigènes. Il paraît rationnel d'adopter la technique suivante 
de choix des indices. On sait que si les dimensions de l'épicentre 
d'un séisme sont petites par rapport à la distance du point d'observa- 
tion, la hauteur de l’onde tsunami se détermine avec une grande 
précision par la position de l'épicentre et les moments des perturba- 
tions initiales par rapport à cet épicentre. 
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Pour cette raison il convient de prendre pour système d'indices 
les coordonnées du foyer sismique et les moments des conditions 
initiales jusqu'à un certain ordre. L'application (31) est une méthode 
de calcul des moments indiqués d’après les sismogrammes. Pour un 
cas idéalisé on peut concrétiser cette méthode et même construire 
des surfaces d'égale intensité de tsunamis telles que sur la figure 123. 
Certes, dans les conditions réelles la figure se déforme, et l'épaisseur 
des couches d'égale intensité s'accroît, mais le caractère topologique 
général de la figure se conserve. 

Il résulte de ce qui vient d’être dit que l'étude et la prévision 
des tsunamis sont encore loin de trouver une solution tant soit peu 
acceptable. 
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CHAPITRE IX 


TOURBILLONS 


Dans ce chapitre on expose quelques résultats des recherches 
théoriques et expérimentales sur la formation, la structure et le 
mouvement des tourbillons annulaires. 

Quoique les travaux consacrés à ce problème soient nombreux, 
une grande quantité d'importantes et intéressantes questions s’y 
rattachant sont demeurées sans réponse jusqu’à une date récente. 
Les recherches effectuées au cours de cette décennie ont remédié 
à cette situation. On a procédé à de nombreuses expériences visant 
à la construction d’un modèle mathématique qui permet de détermi- 
ner la loi de mouvement, la structure des tourbillons annulaires, 
la quantité d'inclusions qu'ils peuvent transporter et autres ca- 
ractéristiques. Les résultats obtenus sont en bon accord avec l’expé- 
rience. 

Le mécanisme de formation des tourbillons annulaires est plus 
difficile à étudier. On a obtenu certains résultats expérimentaux 
offrant une base pour la compréhension de l’aspect qualitatif de 
ce phénomène, toutefois sa description mathématique est en suspens. 
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Si l’on communique à un ballon ordinaire une vitesse de 5 à 
à 10 m/s, il parcourt une distance de 1,5 à 2 m. Par ailleurs. on sait 
depuis longtemps que si l’on projette avec la même vitesse la même 
masse d’air (en la chassant d'un tube par un piston, par exemple), 
celle parcourt une distance 10 à 15 fois plus grande. 

L'expérience montre que dans le second cas le mouvement a lieu 
conformément au schéma de la figure 124 où sont visualisées les 
lignes de courant pour un écoulement par rapport à un système de 
coordonnées se déplaçant avec la masse d’air chassée. L’écoulement 
est à symétrie axiale; il est tourbillonnaire à l’intérieur du domaine 
convexe engendré par la révolution du tronçon ABC de la ligne 
de courant et pratiquement potentiel à l'extérieur. Sur ABC les 
vitesses des écoulements externe et interne coïncident de sorte que le 
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champ de vitesses est continu. Ce qui explique l'effet par lequel 
nous avons commencé : du fait de la continuité, le frottement sur la 
frontière de la masse d'air sans enveloppe est plus petit que pour la 
masse d’air contenue dans le ballon, donc la résistance est plus 
petite et la distance parcourue plus grande. 

On observe un écoulement identique 
dans l’eau. Il est connu depuis longtemps ART 
sous le nom de tourbillon annulaire. A la A ©) C 
fin du siècle dernier ce schéma a suscité un 
intérêt particulier vu les tentatives de cons- 
truire un modèle tourbillonnaire de l'atome VY— 
(W. Thomson-Kelvin, J. J. Thomson). Ces 
tentatives se sont soldées par un échec 
mais elles ont inspiré certaines expérien- 
ces intéressantes qui sont exposées dans le livre de Lamb [4]. 

L'apparition des bombes atomiques a suscité un regain d'intérêt 
pour ce problème. L'explosion d’une bombe se caractérise par la 
formation d’un champignon dont la structure est analogue à celle 
du tourbillon annulaire illustré sur la photo de la figure 125. Ce 


Fig. 124 


Fig. 125 


champignon s'élève à une grande vitesse et atteint une hauteur de 
plusieurs kilomètres. Un effet analogue accompagne l’explosion 
de grandes charges d’explosifs ordinaires. 

Ces derniers temps on essaie d'utiliser les tourbillons annulaires 
pour l'évacuation de la fumée, des gaz nocifs, etc., rejetés dans 
l'atmosphère par les entreprises industrielles. De multiples questions 
se posent alors auxquelles il est impossible de répondre sans tenir 
compte de la viscosité, de la dissipation de l'énergie, du caractère 
tourbillonnaire du mouvement, etc. Toutefois, avant d'aborder 
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la description d’un modèle mathématique qui tienne compte de ces 
facteurs il convient de rappeler certains résultats fournis par le 
schéma du fluide parfait incompressible. 

Tourbillons dans un fluide parfait. Si l’on néglige la viscosité en 
considérant des écoulements à symétrie axiale d’un fluide incompres- 
sible, stationnaires dans un système de coordonnées se déplaçant 
avec le tourbillon, les équations liant la fonction de courant 1 et 
la rotation w dans les coordonnées cylindriques (r, &, z) s'écrivent 


mis) m2 (e)-0 o 


op | #0 _ 1 ob 


d:? ôr® r ôr 


= —r0 (2) 


(cf. chapitre I). I1 découle de (1) que le rapport _ est constant le 
long d'une ligne de courant, i.e. 
wo =7rF (Y), (3) 


où Fest une fonction arbitraire. 

L'écoulement à l'infini devant être potentiel F doit s’annuler 
identiquement en dehors d'un certain domaine intérieur à une ligne 
de courant fermée sur laquelle les composantes de la vitesse doivent 
être continues. Pour une F donnée on est conduit à un problème 
typique de raccordement des écoulements potentiel et tourbillon- 
naire, analogue aux problèmes traités au chapitre V. 

Sous cette forme ce problème n'est pas étudié même pour des 
fonctions élémentaires F et on ne connaît que des exemples isolés 
de solutions exactes et approchées. Une solution exacte est donnée 
par le tourbillon sphérique de Hill. Ici la rotation est distribuée 
à l’intérieur d'une boule de rayon R selon la loi w = b°r, b étant 
une constante; en dehors de la boule le courant est potentiel, en 
dedans le fluide se déplace avec le tourbillon à la vitesse 


2 2 
V= ER (4) 


par rapport au système de coordonnées immobile (voir Lamb [4)). 

Les tourbillons de ce genre ne s'observent pas dans les expérien- 
ces. Une meilleure ressemblance avec les observations est présentée 
par la solution approchée obtenue déjà par Maxwell dans le cas où 
le domaine tourbillonnaire est un tore dont le rayon a de la section 
transversale est beaucoup plus petit que le rayon À du tore. Le 
tourbillon toroïdal de Maxwell se déplace à la vitesse 


r 8R 1 
Ven (io), (5) 
et la forme du volume intérieur à la surface de courant fermée et se 
déplaçant avec le tourbillon dépend du rapport i (voir Lamb [4]). 
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La figure 126 illustre les lignes de courant pour différents È; le 
domaine se déplaçant avec le tourbillon est hachuré, celui du fluide 
en rotation est noirci. Pour I < 86 la forme du domaine se dépla- 


çant avec le tourbillon diffère peu de la forme observée. Pour £ > 


> 86 ce domaine, tout comme celui de rotation, est toroïdal; ce 
cas n'est pas confirmé par l'expérience probablement en raison de 
son instabilité (on ne dispose pas encore de théorie rigoureuse). 

Dans la variante plane du problème de tourbillon annulaire, 
la rotation doit être constante sur les lignes de courant, soit o© —= 
— f"(t). Lorsque F est constante, ce problème coïncide avec le 


problème de raccordement des écoulements potentiel et tourbillonnaire 
considéré au chapitre V. La solution exacte existe pour le cas où 
F (ÿ) = bp, où b est une constante (Lamb [4]), mais celui-ci s'écarte 
trop de la réalité. 

Ainsi donc, le schéma du fluide parfait admet divers modèles 
de tourbillons annulaires; ce schéma ne fournit aucune condition 
pour la détermination de la forme de la fonction F et du domaine où 
la rotation est non nulle. Il est donc clair que les solutions obtenues 
dans le cas d’un fluide non visqueux incompressible ne permettent 
pas de déterminer la variation de vitesse et de dimensions des tourbil- 
lons observés dans les expériences. 

Influence de la viscosité. La viscosité du fluide conduit à la dissi- 
pation de l’énergie, ce qui rend non stationnaire le mouvement du 
tourbillon en l'absence de forces extérieures. On pourrait s'attendre 
à ce que la loi de mouvement et la distribution de la rotation dans 
le tourbillon annulaire soient définies par les conditions initiales 
et les conditions aux limites et donc dépendent essentiellement du 
mode de formation du tourbillon. Or l'expérience montre qu'il n’en 
est pas ainsi. 
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La méthode classique de formation d'un tourbillon consiste 
dans ce qui suit: dans le couvercle supérieur d’une caisse dont le 
fond est élastique est pratiquée une ouverture de diamètre sensible- 
ment inférieur aux dimensions de la caisse. L'ouverture peut être 
munie d’ajutages de type tuyère de formes différentes. On remplit 
la caisse de fumée et on frappe sur le fond. 

Pour de petits nombres de Reynolds définis par le rayon et la 
vitesse du tourbillon, il se forme un tourbillon laminaire spiroïdal 
nettement visible sur les photographies !) (fig. 127, a). Dans ce cas 
la distribution de la rotation se définit effectivement par le champ 
de vitesses initial, la forme de l’ajutage, dépend de la puissance du 
coup, etc. Ce mouvement peut être en principe décrit à l'aide des 
équations de Navier-Stokes mais la résolution du problème non 
stationnaire associé même à l’aide des calculatrices est liée à de 
grandes difficultés. 

Par ailleurs, à partir de Re = 10% le caractère du mouvement 
change brusquement et devient turbulent (fig. 127, b). Dans ce cas, 
comme le montre l'expérience, la structure du tourbillon annulaire 
ne dépend pas (ou au moins dépend très faiblement) des détails des 
conditions initiales et des conditions aux limites. Lorsque le tourbil- 
lon parcourt une distance de l’ordre de plusieurs rayons d'ouverture 
il s'établit une certaine distribution de la rotation qui ne dépend 
point du mode de production du tourbillon. Dans un tourbillon 
turbulent l'écoulement moyen ne se définit que par la dimension 
et la vitesse de celui-ci. L'expérience montre que les dimensions 
du tourbillon augmentent linéairement avec la distance parcourue 
la forme du tourbillon se transformant de façon semblable. 

Viscosité turbulente. L'écoulement turbulent d'un fluide visqueux 
ne se décrit pas, on le sait, par un système d'équations fermé. Dans 
chaque cas concret pour obtenir un tel système il faut faire des 
hypothèses supplémentaires, autrement dit, considérer un modèle 
d'écoulement. 

Dans un espace illimité un fluide en écoulement turbulent peut 
être décrit comme un fluide possédant une certaine viscosité turbu- 
lente v, distincte de la véritable viscosité cinématique. Cette descrip- 
tion phénoménologique de la turbulence libre (en l'absence de 
frontières) donne de bons résultats dans la théorie des jets turbulents 
et dans d’autres cas. 

Le caractère turbulent de l'écoulement dans un tourbillon annu- 
laire peut se décrire par l'introduction du coefficient de viscosité 
turbulente v,. Supposons que ce coefficient est une fonction du temps, 
ne dépend pas des coordonnées spatiales et se définit par des échelles 
caractéristiques de l’écoulement (dimension et vitesse du tourbillon). 


1) Ces photographies ont été faites par A. Bouzoukov de l’Institut d'hydro- 
dynamique de la Section Sibérienne de l'Académie des sciences de l'U.R.S.S. 
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Supposons de plus que 
vx (#9) = AU (D R (D, (6) 


où U et R sont la vitesse et le rayon du tourbillon !) et le coefficient 
À est une constante dont la valeur se détermine par comparaison des 
résultats théoriques et expérimentaux. 

L'expérience montre que la viscosité turbulente sur une grande 
portion de mouvement du tourbillon est plusieurs fois supérieure 
à la viscosité cinématique qui peut être négligée. En définitive 
on trouve que le mouvement moyen du tourbillon turbulent est 
décrit par les équations de Helmholtz (chapitre 1) où à la viscosité 
cinématique v est substituée la viscosité turbulente v,. 

Equations de Helmholtz. Dans un fluide visqueux on va considé- 
rer simultanément des tourbillons annulaires à symétrie axiale et 
l'analogue plan associé. Dans les hypothèses faites le système 
d'équations traduisant ces écoulements est de la forme 


L10] 0Y 9 Q 0Y 9 Q 
+ (SE (SO (+2), _ 
d°Y dY k 0Y 


el — me me me 2 R 
a Tor Tr à ra. 


Les équations (7) sont dites équations de Helmholtz; pour k = 1 
elles décrivent le mouvement à symétrie axiale et pour k = 0 le 
mouvement plan (Q est la composante correspondante du vecteur 
rotation, Y la fonction de courant). 

L'hypothèse de l'existence d’un coefficient de viscosité turbulente 
à de grandes distances du tourbillon annulaire est a priori fausse 
dans la mesure où celui-ci doit être nul. Or des équations de Helm- 
holtz (7) il ressort que les termes visqueux ne sont essentiels que là 
où la rotation diffère notablement du zéro. Comme dans le tourbillon 
annulaire la rotation diminue très rapidement au loin on peut espérer 
que l'hypothèse avancée n'est pas source de grandes erreurs. La 
même situation se présente dans la théorie des jets turbulents qui 
donne une bonne coïncidence avec l'expérience. 

Le système (7) possède une importante loi de conservation. En 
multipliant la première équation par r° pour k = À ou par r pour 
k — 0 et en étendant l'intégration à tout l’espace dans l'hypothèse 
que Q et ses dérivées tendent assez rapidement vers zéro à l'infini, 
on obtient 


at 
Ce résultat est un cas particulier de l’assertion générale qui dit que 


s 


dans un fluide visqueux LS au repos à l'infini, la grandeur 
PF | x0)& (9) 


1) Ces grandeurs seront déterminées plus bas, voir p. 298. 


(Ter sara 0. (8) 
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est indépendante du temps (la démonstration en est donnée dans [6]). 
La grandeur P est naturellement appelée impulsion du tourbillon. 
Sa constance ne traduit autre chose que la loi de conservation de 
l'impulsion. 

Problème automodèle. Pour le système d'équations établi il est 
en général nécessaire de donner la condition initiale, à savoir la 
distribution initiale de la rotation, définie par le mode de formation 
du tourbillon annulaire. Or, il a été précédemment mentionné que 
la distribution de la rotation tend très rapidement vers une distribu- 
tion indépendante des conditions initiales et qui par la suite dépend 
linéairement de la distance. Il est donc naturel de supposer que la 
distribution limite de la rotation est décrite par la solution auto- 
modèle du système de Helmholtz (4). 

Posons le problème suivant, considéré comme précédemment 
aussi bien dans la variante à symétrie axiale que dans la variante 
plane. Supposons qu’à l'instant t — 0 la rotation Q est nulle partout 
dans l’espace illimité sauf à l’origine des coordonnées où est centré, 
dans le cas à symétrie axiale, un tourbillon annulaire de rayon 
infiniment petit et d'intensité infiniment grande et tel que 


ñ | f Q(0, r, z)r? dr dz= Ps. (10) 


Dans la variante plane nous supposons qu’à l’origine des coordonnées 
est placé un dipôle tourbillonnaire, i.e. deux tourbillons d'intensité 
infiniment grande, de signes contraires, infiniment voisins l’un de 
l’autre et tels que 


+ [fe r,z)rdrdz= pr. (11} 


Il est aisé de voir que P, et p, sont les impulsions du tourbillon 
annulaire à l'instant initial pour la variante à symétrie axiale et la 
variante plane respectivement. 

Dans cette position la seule constante dimensionnée caractérisant 


4 ess 
le mouvement du tourbillon sera [P,] — = dans le cas à symétrie 


3 
axiale et [p,] — _ dans le cas plan. Par conséquent, dans le cas 
à symétrie axiale les fonctions cherchées Q et Y s'écrivent 


Q=Q(t,r,z, P,y), Y= Wir, z, P:), 


et la viscosité turbulente, selon (6), est 


Ve = Vy(t, Po). 
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L'analyse dimensionnelle ($ 4) permet de préciser la forme de ces 
fonctions, à savoir 
3/4 p1/2 


P " 
O=+o(ru, Verbe uv) vor, (12) 


z r 
= pili AE , y = PTE ’ (13) 


et À, est une constante. Ainsi donc, le problème formulé est automo- 
dèle (cf. chapitre I). 


De même, dans le cas plan on peut conclure que les fonctions 
cherchées sont de la forme suivante: 


1 Pÿ/° Pÿ/" 
Q=ro(z y), = y), vw=h-pr, (14) 
où | 
am Ve (15) 
Pot bot” 


En portant les expressions (12) et (14) dans (7) on obtient les 
équations pour la détermination de w et de W#. Limitons-nous dans 
<e qui suit au cas plan (4 = 0); ici on obtient le système d'équations 
aux dérivées partielles suivant: 


1 1 
2oA© FFT yoy + © = 0x — ŸrOy: 
AY = — ©. 


Il nous faut trouver les solutions de ce système o et qui tendent 


vers zéro à l'infini et satisfont à la condition de normalisation 


(16) 


5 fi yo dx dy=1 (17) 


qui découle de la loi de conservation de l’impulsion et de la condi- 
tion initiale. Pour des raisons de symétrie il est également clair 
que « et 1 doivent être des fonctions impaires de y: 


© (x, —y) = —0 (x, y), Ÿ (x, —y) = —Ÿ (x, y). (18) 


La constante À, qui entre dans la première équation (16) est indé- 
terminée, on l’établit par comparaison avec l'expérience. 
Malheureusement, il est impossible de résoudre analytiquement 
le système (16), aussi se limitera-t-on à quelques remarques générales. 
On appellera rayon du tourbillon et distance parcourue par ce tour- 
billon respectivement des grandeurs r = R (t) et z — L (t) telles 
que la fonction Q (t, r, z) ait un maximum pour t fixe. Ces grandeurs 
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sont visiblement définies par des égalités qui, dans le cas à symétrie 
axiale, s'écrivent 


R(t)= PVt yo), L(t)= Pt" x (do) ; (19) 


ici Zo (ko) et ÿo (ko) sont les coordonnées du point où la fonction 
& (x, y) atteint son maximum, la position de ce point dépendant 
de À. 
Les égalités (19) expriment la loi de mouvement du tourbillon. 
Il en découle immédiatement que 


R (t) = & (ho) L (+), (20) 
où « (Ào) = pre) . On obtient que le rayon du tourbillon dépend 


linéairement de la distance parcourue par le tourbillon; ce résultat 
est bien confirmé par l'expérience. La quantité &« est mesurée expé- 
rimentalement et s'avère petite de l’ordre de 10-° à 10-%. La quanti- 
té & et la solution du système (16) étant connues, on peut détermi- 
ner À. 

On s'attend naturellement qu'aux petits &« correspondent de 
petits À, et par conséquent pour comparer avec l'expérience il suffit 
d’obtenir la solution du système (+6) pour de petites valeurs de À,. 
Mais ce problème lui aussi s'est avéré difficile. 

Problème modèle. Avec B. Lougovtsov [7], considérons un problè- 
me modèle dans lequel on remplace le système (16) par un système 
d'équations analogue 


AO ++ ++ ao, + o = VŸy (Zo; Yo) CPE 


Ab= — 0, 
où x, et y, Sont les coordonnées du point de maximum de la fonction 
© (x, y). | 
Soit le changement de variables 


(21) 


1 
E= = LE — 3e (Zo; Yo)], n—= 
L 6o Et+n 


w—e ©? O(E, n). 
Alors de la première équation (21) on obtient pour 6 l'équation 
045 + Onn + (4— E2— n°) 8 — 0. 


s 


Cette équation est à variables séparables: en posant 6 (£, n) — 
= 0, (£) 8, (n) on la ramène aux équations différentielles ordinaires 


OÙ —E20, = —(c+4)0,, 0 — n°0: = cô;, (22) 
où c est une constante de séparation. On s'intéresse aux solutions 


tendant vers zéro lorsque | | — o et | n | — oo. De plus, en vertu 
de (18), la fonction 6, doit être impaire. 


Li 
V 6% ” 
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Ce problème est bien étudié: son analogue quantique est le 
problème de l'oscillateur harmonique (voir A. Tikhonov, A. Samar- 
ski [11). Les solutions des équations (22) satisfaisant aux conditions 
supplémentaires adoptées n’existent que pour 


c+t4—Im+i (m = 0, 1, 2, ...), 
—c=2n+îi (n = 0, 1, 2). 


Il s'ensuit que ou bien m — 0, nr = 1, ou bien m = 1, nr = 0, or 
la condition d'imparité en n ne laisse qu'une seule possibilité m = 0, 
n = 1. La solution correspondante s'écrit 0, (£) = A,e ? , 6, (n) = 
n? 
= A,yne 2? , d'où 
+n 


O(E, n=Ane ©, 


où À est une constante arbitraire définie par la normalisation (17). 

Le second membre de la deuxième équation (21) étant maintenant 
connu, celle-ci devient une équation de Poisson dont la solution 
s'annulant à l'infini est donnée par la formule 


d(z, y)= 7] fu (E, n) log [(E—zx)2+ (n—y)?] dé dn 


(voir par exemple V. Vladimirov [2]). 
Sachant on peut déterminer la constante 1, (xo, yo) et trouver 
la solution définitive du problème modèle: 


y _ &zxo) +3 
o (x, y)= Lang G sie , 
y _ (X— Xa)2+y3 (23) 
VE N=e (1e 
les coordonnées du point de maximum de © sont 
1 2 2 
= (et) yo= V 3h, (24) 
par conséquent 
a()= 0) LT VS ;ge (25) 


zo(ks)  f_2 
———1 
(7-1) 
Cette solution modèle peut servir à l'évaluation grossière de la 
position du maximum de & (x, y) dans un problème exact, ce qui 
est très important pour l'application éventuelle des méthodes numé- 
riques. 
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Comparaison avec l’expérience. La loi du mouvement du tour- 
billon (19) se trouve en bon accord avec l'expérience. Il est commode 
de transformer les formules (19) de telle sorte qu’elles renferment les 
grandeurs mesurées expérimentalement, à savoir le rayon initial Rs 
et la vitesse initiale U,. Il apparaît plus indiqué de choisir comme 
origine du temps non pas l'instant où le tourbillon sort de l'ouverture 
mais un instant plus reculé où le tourbillon se trouve à une certaine 
distance de l'ouverture (quatre à cinq diamètres d'ouverture), car 
il faut un certain temps pour qu'il 
s'établisse une distribution de ro- F. 
tation automodèle. Si l'on compte 2 
le temps t et la distance L (t) par- 


courue par le tourbillon à partir de um 

ce point, (19) est remplacée par 80 
_ Ro &aUo ,11/4 

LE= (+0) —1], à 


R(t)=RotaL(t) (26) 4 


Sur la figure 128, les ronds repré- 20 
sentent les points expérimentaux f = 
correspondant au mouvement d’un 0 15 30 45 60 75 90 
tourbillon dont les paramètres ' 

initiaux sont R, = 10cm, U, = Fig. 128 

= 4,3 m/s,et la quantité « —6-10-$. 

La courbe en trait plein est obtenue à l’aide de la formule (26). L'écart 
entre la courbe théorique et les points expérimentaux pour les grands { 
s'explique par le fait que la viscosité turbulente diminue avec le 
temps et, à partir d’un certain instant, devient comparable avec 
la viscosité cinématique après quoi on n’a plus le droit de négliger 
la viscosité cinématique. Une fois que la viscosité cinématique devient 
notable, le tourbillon s'arrête rapidement. 


$ 36. Transport des impuretés 


Diffusion turbulente. On peut étudier de façon analogue le trans- 
port par un tourbillon turbulent d’une impureté passive, c’est-à-dire 
une impureté qui n'’influe pas sur son mouvement. Le mélange 
turbulent d'un fluide s'accompagne d'un transport d'impuretés 
en volumes molaires (macroscopiques). Dans le cas de turbulence 
libre (en l'absence de frontières), ce processus se laisse décrire par 
l'introduction d'un « coefficient de diffusion turbulente » spécial 
D,. dont la valeur, tout comme celle du coefficient de viscosité 
turbulente v,, se détermine par les échelles caractéristiques du 
mouvement (dimension et vitesse du tourbillon). Les expériences 
effectuées sur les jets turbulents indiquent [5] que le coefficient de 
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diffusion turbulente coïncide à un facteur de l'ordre de l'unité près 
avec le coefficient de viscosité turbulente : 


D, (1) = vv, (); (1) 
pour les jets turbulents y Æ 1,2 à 1,3. 


L'équation décrivant la distribution de l’impureté de concentra- 
tion C a pour expression 


+ (V. V)C = (D, (6)+ D) AC, (2) 


où D est le coefficient de diffusion moléculaire (cf. [5]). 

Il est clair qu’à la phase iniliale du mouvement du tourbillon 
on peut négliger le coefficient de diffusion moléculaire D par rapport 
au coefficient turbulent. La vitesse V est connue si l'on connaît 
le mouvement du tourbillon. 

Les conditions initiales de l'équation (2) doivent d’une façon 
générale se réduire à la donnée de la distribution initiale de con- 
centration, cette distribution dépendant du procédé d'introduction 
des impuretés dans le tourbillon. Or, l'expérience montre que tout 
comme la distribution de rotation, la distribution de concentration 
des impuretés s'approche très vite d'une certaine distribution indé- 
pendante des conditions initiales. Cela étant, les quantités d’impure- 
tés excessives par rapport à la distribution limite sont vite perdues 
après quoi les pertes deviennent pratiquement nulles. 

Problème automodèle. Il est naturel de supposer que la distribu- 
tion limite de la concentration des impuretés est automodèle [7]. 
Posons le problème suivant (en nous limitant au cas plan). Suppo- 
sons qu’à l'instant t — 0 la concentration C est partout nulle sauf 
à l’origine des coordonnées où elle est infiniment grande, si bien que 


ff Cdrdz= No, (3} 


où W, est la quantité totale d’'impuretés (le nombre total des particu- 
les de fumée par exemple). En ce même point, à t = 0, se trouve 
également un dipôle tourbillonnaire d’'impulsion ps- 

Il est clair que la concentration 


C=cC (é, FT, 2; Por No); (4) 
alors que selon ({) le coefficient de diffusion turbulente 
Dy — Yvx (ft, Po) (5) 


puisque, par hypothèse, les impuretés n’agissent pas sur l’écoulement 
du fluide. 

En vertu de la linéarité de l'équation (2) et de la normalisation 
(3) C est proportionnelle à N, et l'analyse dimensionnelle nous 
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apprend que les fonctions (4) et (5) sont de la forme: 


: : 
=—mmc(e uv), D,= vo (6) 
Püt ; 


En portant ces expressions dans (2) on obtient l'équation pour c: 
L L = 
hoc Eee y + TC ce — Valy 3 (7) 


on s'intéresse aux solutions qui tendent vers zéro lorsque 2° + 
+ y — o et satisfont à la condition de normalisation 


ffcds dy=1 (8) 


qui découle de la loi de conservation de la quantité totale d’impu- 
retés. 

La solution de ce problème permet de déterminer la distribution 
limite de la concentration des impuretés dans le tourbillon. Si par 
exemple à l'instant de formation tout le volume du tourbillon est 
uniformément rempli de fumée, au bout d’un moment la fumée 
« excédentaire » sera perdue par le mélange turbulent. L'expérience 
et les évaluations approchées montrent que la quantité excédentaire 
d’impuretés par rapport à la quantité limite décroît exponentielle- 
ment avec la distance, i.e. très rapidement. 

Anneaux de fumée. L'analyse ci-dessus permet d'interpréter le 
phénomène intéressant lié aux anneaux de fumée que laissent échap- 
per les fumeurs entraînés. Ces anneaux sont bien simulés à l’aide 
de la caisse à orifice rond et pleine de fumée, évoquée au $ 35. Les 
anneaux sortant de cette caisse parcourent sans se détruire des 
distances de l’ordre de 150 à 200 diamètres. On peut même fabriquer 
un pistolet tirant des anneaux de fumée ; les anneaux qui s’en échap- 
pent font onduler un store assez lourd à une distance de 5 à 6 mètres 
du lieu de tir. 

On sait qu'un tourbillon se déplace dans l’air avec un corps de 
révolution voisin d’un ellipsoïde aplati, mais dans les expériences 
décrites on distingue nettement les anneaux précédant la traînée de 
fumée (fig. 129). 

Le fait est qu’en raison de la diffusion turbulente les particules 
de fumée proches de la frontière du corps en mouvement s’en écartent 
rapidement (ce sont justement ces particules qui forment la traînée). 
Seul le domaine visible est un domaine de haute concentration des 
particules de fumée, représentant un anneau (tore). Une telle distri- 
bution de concentration de la fumée se décrit par la variante à sy- 
métrie axiale du problème automodèle de la division précédente. 

L’étonnante stabilité des anneaux de fumée s’explique évidem- 
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ment par ce qu'ils représentent une partie d’un ellipsoïde de révolu- 
tion en mouvement, qui est une des formes les plus stables existant 
dans la nature. 

On observe les mêmes anneaux dans l’eau si l’on y chasse avec 


s 


un piston un certain volume de liquide coloré à l'encre. On voit 
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Fig. 129 


très bien un anneau d'encre de couleur intense qui se déplace avec 
un certain volume de liquide en forme d’un ellipsoïde faiblement 
coloré. Les dimensions limitées du dispositif expérimental ne permet- 
tent pas cependant de suivre tout le mouvement du tourbillon 
jusqu'à son arrêt, car dès qu'il heurte la paroi il se détruit. 


$ 37. Formation et mouvement des tourbillons 


Tourbillons dans l’air. Il existe plusieurs méthodes expérimen- 
tales pour former des mouvements tourbillonnaires. La méthode ci- 
dessus de production des anneaux de fumée à l’aide d’une caisse 
permet d'obtenir des tourbillons dont le rayon et la vitesse sont 
de l’ordre de 10 à 20 cm et de 10 m/s respectivement, en fonction 
du diamètre de l'orifice et de la force du coup. Ces tourbillons 
parcourent des distances de 15 à 20 m. 

Pour produire des tourbillons de dimensions beaucoup plus grandes 
jusqu’ à 2 m de rayon) et de vitesse beaucoup plus élevée (jusqu’à 
100 m/s) on utilise des explosifs. Dans un tube rempli de fumée 
et fermé d'un côté on fait exploser une charge d’explosif disposée 
près du fond. Le tourbillon produit dans un cylindre de rayon de 2 m 
par une charge d’un kilogramme environ parcourt une distance d’à 
peu près 500 m. Sur une grande portion du parcours les tourbillons 
ainsi obtenus ont un caractère turbulent et se laissent bien décrire 
par la loi de mouvement exposée au $ 35. 

Le mécanisme de formation de ces tourbillons est qualitativement 
clair. Lors du mouvement de l'air, qui est provoqué par l'explosion 
dans le cylindre, sur les parois de ce dernier il se forme une couche 
limite. Celle-ci décolle du bord du cylindre, ce qui crée une mince 
couche d’air ayant une rotation considérable. Puis cette couche 
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s’enroule. Les phases successives de ce mouvement sont données 
sur la figure 130 où est représenté un bord du cylindre avec une cou- 
che tourbillonnaire qui en décolle. D'autres schémas de formation 
des tourbillons sont également possibles. 

Pour les petits nombres de Reynolds la forme spiroïdale du tour- 
billon se conserve assez longtemps. Pour les grands nombres elle se 
détruit immédiatement par suite de l'instabilité et il se produit un 
mélange turbulent des couches. Il en résulte un noyau turbulent 
dans lequel on peut déterminer la distribution de la rotation en 
résolvant le problème posé au $ 35 et décrit par le système d'’équa- 
tions (16). 

Cependant, à l'heure actuelle, on ne dispose d'aucun schéma 
de calcul qui permettrait, d'après les paramètres du tube et le poids 
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Fig. 130 


de l'explosif, de déterminer les paramètres initiaux d’un tourbillon 
turbulent formé (i.e. ses rayon et vitesse initiaux). L'expérience 
montre que pour un tube aux paramètres donnés il existe un poids 
de charge maximum et minimum donnant naissance à un tourbillon; 
sa formation dépend aussi notablement de la disposition de la charge. 

Tourbillons dans l’eau. On a vu qu’il est possible de produire des 
tourbillons dans l'eau en chassant avec un piston un certain volume 
de liquide coloré à l'encre contenu dans un cylindre. 

À la différence des tourbillons d'air dont la vitesse initiale peut 
atteindre plus de 100 m/s, il se forme dans l’eau, pour une vitesse 
initiale de 10 à 145 m/s, un anneau de cavitation dû à une forte rota- 
tion du liquide se déplaçant avec le tourbillon. I] apparaît à l'instant 
de la formation d’un tourbillon lors du décollement de la couche 
limite du bord du cylindre. Si l’on essaie d'obtenir des tourbillons 
de vitesse de plus de 20 m/s, la caverne de cavitation devient si 
grande qu’elle entraîne l'instabilité et le tourbillon est détruit. Ceci 
vaut pour les cylindres de diamètres de l’ordre de 10 cm; il n’est 
pas exclu qu’en augmentant le diamètre on parvienne à produire 
des tourbillons stables se déplaçant avec une grande vitesse. 

On assiste à un phénomène curieux lorsque le tourbillon se 
déplace dans l’eau verticalement en direction de la surface libre. 
Une partie du liquide formant le corps du tourbillon, un anneau 
d’eau, jaillit de la surface, d’abord sans changer la forme. Parfois 
la vitesse de la masse éjectée dans l’air s'accroît. Ceci peut s'expliquer 
par le rejet de l'air qui se produit à la frontière du liquide en rota- 
20-0622 
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tion. Par la suite, le tourbillon éjecté est détruit par les forces 
centrifuges. 

Chute des gouttes. L'on observe facilement la formation des tour- 
billons lors de la chute de gouttes d'encre dans l’eau. Lorsqu'une 
goutte d'encre atteint l’eau il se forme un anneau d'encre qui se 
déplace vers le bas. L’anneau entraîne avec lui un certain volume 
de liquide composant le corps du tourbillon, coloré également mais 
beaucoup plus faiblement. Le caractère du mouvement dépend forte- 
ment du rapport entre les densités de l’eau et de l'encre, il est en 
effet sensible à une différence entre ces densités de quelques dixièmes 
de pour cent. 

La densité de l’eau pure est inférieure à celle de l'encre. Pour 
cette raison, le tourbillon en mouvement est soumis à l’action d’une 
force dirigée vers le bas, dans le sens du mouvement du tourbillon. 
L'action de cette force se traduit par l'augmentation de l'impulsion 
du tourbillon. L'impulsion du tourbillon est 


PAÆTR!, (1) 


où l'est la circulation ou l'intensité du tourbillon et À le rayon de 
l'anneau tourbillonnaire : la vitesse du tourbillon est 


r 


Si l’on néglige la variation de la circulation on peut tirer de ces 
formules une conclusion paradoxale : l'action de la force dans le sens 
du mouvement du tourbillon conduit à la diminution de sa vitesse. 
En effet, il vient de (1) que si l'impulsion croît et la circulation est 
constante, le rayon À du tourbillon doit augmenter, or la formule 
(2) montre que si la circulation est constante la vitesse décroît 
lorsque À augmente. 

A la fin du mouvement du tourbillon l'anneau d'encre éclate 
en 4 à 6 coagula isolés qui deviennent à leur tour des tourbillons 
ayant à l'intérieur de petits anneaux spiroïdaux. Dans certains cas 
ces anneaux secondaires éclatent à leur tour. 

Le mécanisme de ce phénomène n’est pas tout à fait clair. Plu- 
sieurs interprétations ont été proposées. L'une d'elles attribue le 
principal rôle à la force de pesanteur et à l’instabilité de type taylo- 
rien qui apparaît lorsque dans un champ de pesanteur un liquide 
surmonte un autre moins dense, les deux liquides étant initialement 
au repos. La frontière plane séparant ces deux liquides est instable : 
elle se déforme et les coagula du liquide plus dense pénètrent dans 
le liquide moins dense. 

Lors du mouvement de l'anneau d'encre la circulation diminue 
en réalité, ce qui conduit à l’arrêt définitif du tourbillon. Mais la 
force de pesanteur continue d'agir sur l'anneau qui devrait en 
principe descendre ensuite comme un tout. Or l'instabilité taylorien- 
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ne fait éclater cet anneau en coagula qui descendent sous l'action 
de la pesanteur et forment à leur tour defpetits/anneaux tourbillon- 
naires. 

Ce phénomène connaît également l’interpretation suivante. 
L'augmentation du rayon de l'anneau d'encre fait qu’une partie 
de liquide se déplaçant avec le tourbillon prend la forme représentée 
sur la figure 130. Sous l’action de forces analogues à celle de Magnus 
et appliquées au tore en rotation qui se compose de lignes de courant, 
les éléments de l'anneau acquièrent une vitesse perpendiculaire 
à celle de l’anneau tout entier. Le mouvement étant instable l'an- 
neau éclate en des coagula qui se transforment de nouveau en petits 
anneaux tourbillonnaires. 

Le mécanisme de formation du tourbillon lors de la chute des 
gouttes dans l’eau peut revêtir diverses formes. Si la goutte tombe 
d'une hauteur de 1 à 3 cm, on entrée dans l’eau ne s'accompagne 
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Fig. 131 


pas d’un rejaillissement et la surface libre se déforme faiblement. 
À la frontière entre la goutte et l’eau il se forme une couche tourbil- 
lonnaire qui s’enroule en formant un anneau d'encre entouré de 
l'eau capturée par le tourbillon. Les étapes successives de la formation 
du tourbillon sont illustrées par la figure 131. 

Le mécanisme de formation des tourbillons est différent si les 
gouttes d’eau tombent d'une grande hauteur. Ici la goutte incidente 
se déforme et s'étale sur la surface de l’eau en communiquant, sur 
une surface sensiblement supérieure à son diamètre, une impulsion 
d'intensité maximale au centre. Il se forme alors sur la surface de 
l'eau une dépression se dilatant par inertie, puis il se produit une 
résorption et enfin un rejaillissement de charge creuse: un panache 
(cf. chapitre VIT). La masse de ce panache est plusieurs fois supérieure 
à celle de la goutte. En retombant dans l’eau sous l’action de la 
pesanteur le panache forme un tourbillon selon le schéma déjà consi- 
déré (fig. 131); la figure 132 illustre la première étape de la chute 
d’une goutte, qui amène la formation du panache. 
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D'après ce schéma les tourbillons se forment lorsqu'une pluie 
rare à grosses gouttes tombe sur l’eau recouvrant la surface de l’eau 
d'un réseau de petits panaches. Par suite de la formation de ces 
panaches la masse de chaque goutte s'accroît notablement de sorte 
que les tourbillons produits par sa chute pénètrent à une assez grande 
profondeur. 

Cette circonstance peut évidemment servir de base à l’interpréta- 
tion de l'atténuation par la pluie des ondes de surface dans les lacs. 


Fig. 132 


On sait qu'en présence d'ondes les composantes horizontales de la 
vitesse des particules sur la surface et à une certaine profondeur 
sont de sens opposés. Les gouttes de pluie qui pénètrent dans l’eau 
amortissent la vitesse de l'onde alors que les courants émergeant 
de la profondeur atténuent la vitesse sur la surface. I] serait intéres- 
sant de traiter cet effet plus en détail 
Explosif et d'élaborer son modèle mathématique. 
: Nuage tourbillonnaire d’une explosion 
atomique. La formation du nuage tour- 
billonnaire d'une explosion atomique 
peut être simulée de façon satisfaisante 
par explosion d’explosifs ordinaires, par 
exemple une plaque plate ronde d'explo- 
sif placée sur un sol ferme ou sur un 
bloc d’acier. Il est possible de disposer 
l’explosif sous forme d'une couche sphé- 
rique ou d’un cylindre comme le mon- 
*otpig. 438 7 tre la figure 133. 
‘ L'explosion atomique de surface dif- 
fère d'une explosion ordinaire tout 
d’abord par une concentration d'énergie (cinétique et thermique) 
beaucoup plus grande pour une très petite masse gazeuse projetée 
vers le haut. Lors de ces explosions la formation du nuage tourbillon- 
naire est due à la poussée qui se crée du fait que la masse d’air 
chaud produite par l'explosion est plus légère que celle du milieu 
environnant. La poussée joue un rôle de premier plan également 
dans le mouvement ultérieur du nuage tourbillonnaire. Tout comme 
dans le mouvement du tourbillon d'encre au sein de l’eau, l’action 
de cette force conduit à l'accroissement du rayon du nuage tourbillon- 
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naire et à la diminution de la vitesse. Le phénomène se complique 
par le fait que la densité d'air varie avec la hauteur. Le schéma du 
calcul approché de ce phénomène est donné dans l'ouvrage [8]. 
Modèle tourbillonnaire de la turbulence. Supposons qu'un flux 
de fluide s'écoule sur une surface représentée par un plan avec des 
dépressions limitées par des seg- 
ments sphériques (fig. 134, a). nn _ _ — 
On a montré au chapitre V que 
dans la région des dépressions 
apparaissent naturellement des 
zones à rotation constante. 


Supposons maintenant que la : A 
zone tourbillonnaire se détache D ex 
de la surface et se met à se dépla- € 
cer dans le flux principal (fig. / 

134, b). En vertu de la rotation GS 

cette zone aura outre la vitesse DS 

V du flux principal encore une 

composante de la vitesse perpen- nn ? 
diculaire à V. De ce fait cette > 

zone tourbillonnaire en mouve- 

ment provoque un mélange tur- b) 

bulent dans une couche de flui- Fig. 134 


de dont la dimension est de 
plusieurs dizaines de fois supérieure à celle de la dépression. 

Ce phénomène pourrait servir de base dans l'interprétation et 
les calculs des déplacements de grandes masses d’eau dans les océans 
ainsi que des déplacements de masses d'air dans les régions monta- 
gneuses par un vent fort. 

Réduction de la résistance. On a indiqué au début du chapitre 
que les masses fluides sans enveloppes qui se déplacent avec le 
tourbillon offrent une résistance beaucoup plus petite malgré un 
profil aérodynamique désavantageux que les mêmes masses en 
enveloppes. La cause en est, nous l'avons dit, la continuité du champ 
de vitesses. 

Une question naturelle se pose alors: est-il possible de conférer 
au corps contourné une forme (à frontière mobile) et lui communiquer 
un mouvement tels que l'écoulement engendré soit analogue au 
mouvement du tourbillon et d'essayer ainsi de réduire la résis- 
tance? 

Nous allons donner ici un exemple dû à B. Lougovtsov qui met 
en évidence le bien-fondé de cette position. Soit un écoulement à 
potentiel plan symétrique par rapport à l’axe des x d’un fluide in- 
compressible non visqueux dont la moitié supérieure est représentée 
sur la figure 135. A l'infini, le flux a une vitesse dirigée le long de 
l’axe des x: sur la figure 135 on a hachuré la caverne où l’on main- 
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tient une pression telle qu'à sa frontière la valeur de la vitesse soit 
constante et égale à V, > Va. 

On voit aisément qu’en remplaçant la caverne par un corps solide 
à frontière mobile animée de la même vitesse V, on peut également 
considérer cet écoulement comme la solution exacte du problème 
d'écoulement d'un fluide visqueux autour de ce corps. En effet, 
l'écoulement à potentiel satisfait à l'équation de Navier-Stokes et 
la condition d’adhérence à la frontière du corps est remplie en vertu 
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du fait que les vitesses du fluide et de la frontière sont les mêmes 
Ainsi donc, grâce à la frontière mobile l'écoulement demeurera 
potentiel malgré la viscosité, le sillage n'apparaîtra pas et la force 
résultante s'exerçant sur le corps sera- nulle. 

En principe il est possible de construire un tel corps avec frontière 
mobile. Pour maintenir le mouvement décrit il faut assurer l'’amenée 
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permanente de l'énergie nécessaire pour compenser l'énergie dissipée 
par viscosité. On en calcule plus bas la puissance requise. 

Le caractère de l'écoulement considéré est tel que son potentiel 
complexe doit être une fonction multivalente. Pour en isoler la 
branche univalente il y a lieu d'effectuer dans le domaine d'écoule- 
ment une coupure suivant le segment CD (fig. 135). Il est clair que 
le potentiel complexe w (z) = @ + àb applique ce domaine avec 
coupure sur le domaine représenté sur la figure 136, a (les points 
homologues sont désignés par les mêmes lettres), où sont également 
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indiquées les images des lignes de courant (celles qui se correspondent 
sont marquées par les mêmes chiffres). La discontinuité du potentiel 
sur la ligne CD ne viole pas la continuité du champ de vitesses car 
la dérivée du potentiel complexe w' (z) — V, — iV, reste continue 
sur cette ligne. Sur la figure 136, b est montrée l’image du domaine 
d'écoulement par l’application z — w’ (z): c'est un disque de rayon 
V, muni d'une coupure suivant l'axe réel du point D = —V, à 
À = VX, l’image du point de ramification du flux B où la vitesse 
est nulle est le centre du cercle w’ = 0 1). 

Ainsi donc, dans le plan w’ l’image du domaine d'écoulement 
et les points À, B, D et E sont complètement définis. Par contre, 
dans le plan w les dimensions du rectangle CDD'C' peuvent être 
données arbitrairement. Après avoir donné ces dimensions on peut 
trouver d'après le théorème de Riemann (chapitre 11) l'unique 
application conforme de la moitié gauche du domaine de la figu- 
re 136, a sur le demi-cercle inférieur de la figure 136, b associant les 
points À, D et E des deux figures. En raison de la symétrie tout 
le domaine de la figure 136, a se transforme alors en le cercle avec 
coupure de la figure 136, b. Si l’on arrive encore à choisir conve- 
nablement le point B sur la figure 136, a (i.e. la longueur de la coupu- 
re) l’image de ce dernier sera le centre du cercle w’ = 0, si bien que 
l'application w — w’ sera complètement définie. 

Il est commode d'exprimer cette application au moyen d'un 
paramètre & variant dans le demi-plan supérieur (fig. 136, c). 
L'application conforme de ce demi-plan sur le cercle avec coupure 
de la figure 136, b assurant la correspondance requise entre les 
points est d’une forme élémentaire : 


2 A 
TE VE are “ 
Pete et d >0, l'abscisse du point D’ sur la figure 136, c, 
+ Vo 


est une quantité pouvant être donnée arbitrairement; pour que le 
point B' sur la figure 136, c se transforme en w’ = 0 son abscisse 
doit être égale à 


w 


où à — 


b CES (4) 


Vi 


L'application conforme; du demi-plan supérieur Im & =>0 sur le 
domaine de la figure 136, a s'exprime par des intégrales elliptiques, 


1) Pour les lecteurs initiés à la notion de la surface de Riemann (voir L.et 
Ch., chapitre I) signalons que l’image de tout le domaine d'écoulement À compris 
la partie située au-dessous de l'axe des zx) par l'application z + w’ A est un 
disque à deux feuillets, qui est un morceau de la surface de Riemann avec deux 
joints de ramification du second ordre. La frontière d'une des cavernes se trans- 
orme alors en un des cercles du disque à deux feuillets et la frontière de l'autre 
caverne en un autre cercle. 
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et sa dérivée est 


t2—p2 
& as Ve) = ? Gi 


où c —>dest l’abscisse du point C’ sur la figure 136, c, une quantité 
donnée arbitrairement, et # =>0 une constante que l’on peut exprimer 
en fonction de c et d (cf. la formule de Schwarz-Christoffel, L. et 
Ch., chapitre IT). 
A partir des formules (3) et (5) on trouve aisément que 
dz __ d: dw {2 —b2 VE di+ at 


RE VE Veau 


Si & = E varie sur le segment (—d, d), alors en séparant ici les 
parties imaginaires et réelles on obtient les équations qui permettent 
de déterminer la forme du corps contourné (cavernes) dans le plan 
d'écoulement : 


dz __k d—(1+ ot) 
&TTE Ve-ne-n' : 
dy _ k 2aë ( ) 


HE 1 Va_E 
En faisant varier les paramètres c et d on peut modifier la forme 
et les dimensions du corps contourné. 

Passons maintenant au calcul de la puissance nécessaire pour 
maintenir un tel mouvement dans un fluide visqueux. Cette puissance 
est égale à l’énergie dissipée par viscosité par unité de temps dans 
une couche d'épaisseur 1, parallèle au plan d'écoulement. D'après 
la formule (6), $ 3, elle vaut 


af pa{(te) (4e) 


où D est le domaine d'écoulement tout entier. En tenant compte 
de ce que la fonction ® = V, — iV, est analytique dans D et en 
profitant de la symétrie du domaine d'écoulement par rapport 

à l'axe des z on peut conférer à cette formule la forme suivante: 


Q=8pé | | 1 D (2) 12 ax dy, 
Di 


SE a Fe) ‘}dz dy, 


où D, est une partie du domaine d'écoulement dans le demi-plan 
supérieur. Il reste à noter que l'intégrale de la dernière formule est 
égale à l'aire de l’image du domaine D, par l'application z — w" (z), 
i. e. à l’aire du disque de rayon V,, si bien qu'on obtient définitive- 
ment 


Qi = 87pvVi. (7) 
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Supposons que la longueur L du corps contourné dans le sens 
perpendiculaire au plan d'écoulement est de beaucoup supérieure 
aux dimensions transversales de ce corps et négligeons les effets 
de bout. Il en résulte que la puissance totale nécessaire pour entrete- 
nir le mouvement d'un tel corps est égale à 


Qi =QiL=8Snpw il. (8) 


Il est intéressant de noter que cette puissance ne dépend pas des. 
dimensions transversales du corps contourné (à condition que la 
forme de ce corps soit déterminée par la méthode décrite ci-dessus). 
On s'assure que l'écoulement autour d’un corps d’après le schéma 
envisagé exige une puissance sensiblement plus faible que celle, 
par exemple, qui est dépensée lors de l'écoulement autour d’une 
plaque plane de dimensions comparables (cf. [3]). 

Le calcul effectué est valable pour les écoulements laminaires. 
En réalité, pour des nombres de Reynolds assez grands l'écoulement. 
devient turbulent, si bien que la puissance nécessaire Q peut augmen- 
ter. Une étude supplémentaire est nécessaire pour établir s'il est 
possible de réduire la résistance en appliquant le schéma d'écoule- 
ment décrit. É 
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CHAPITRE X 


INSTABILITÉ DYNAMIQUE 


L'image la plus simple de la stabilité et de l'instabilité des 
systèmes mécaniques est fournie par l’exemple connu d’une bille 
sur une surface sphérique ou sur un plan: selon le caractère de 
variation de l'énergie potentielle de la bille on distingue ici le cas 
d'équilibre stable, instable ou indifférent. 

Si la surface de la sphère comporte une petite dépression sembla- 
ble à celle de la figure 137, a, on a la stabilité pour de petits déplace- 
ments (dans la position linéaire du problème) et l'instabilité pour 


Fig. 137 


de grands déplacements (dans la position non linéaire du problème). 
La figure 137, b illustre la perte de stabilité dynamique: ici la sphère 
présente un caniveau, si bien que le cas le plus probable est celui où 
la bille roulera vers le bas en empruntant ce caniveau; dans ce cas 
l'énergie potentielle diminuera avec une vitesse plus grande que dans 
les autres directions. 

FDans ce chapitre on va considérer quelques résultats se rapper- 
tant à l'étude des formes dynamiques de la perte de stabilité par les 
systèmes mécaniques. Commençons par le cas des tiges. 


$ 38. Instabilité des tiges 


Pertes de stabilité statique et dynamique. L'expérience la plus 
simple mettant en évidence la différence entre ces deux formes de 
perte de stabilité par les tiges peut être conçue de la façon suivante. 
Soit une tige (i.e. une bande élastique mince) verticale dont l’extré- 
mité inférieure est encastrée dans une base solide et l'extrémité su- 
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périeure soumise à une force F verticale, pas trop grande dirigée vers 
le bas (fig. 138). Si la tige est légèrement écartée de sa position ver- 
ticale et ensuite lâchée, elle effectuera des oscillations amorties au- 
tour de la position d'équilibre et au bout d’un certain temps revien- 
dra dans la même position. Nous avons affaire à un équilibre stable. 

Augmentons maintenant graduellement la force F. On constate 
alors que la fréquence des oscillations diminue et s’annule pour une 


F 


Fig. 138 Fig. 139 


certaine valeur # = F-: la tige se trouve en état d'équilibre indiffé- 
rent. Si l'on continue de faire croître la force F on sera conduit à un 
équilibre instable: pour tout écart la tige fléchit sans retrouver la 
position verticale. 

La valeur de la force critique F4-r à laquelle l’équilibre cesse d’êt- 
re stable dépend de la forme, des dimensions et des propriétés élasti- 
ques de la tige ainsi que des conditions de son encastrement (condi- 
tions aux limites). Le processus de perte de stabilité décrit ci-dessus 
lorsque la valeur de la charge croît graduellement jusqu’à ce qu’el- 
le atteigne la valeur critique est dit perte de stabilité statique. 

L'expérience sur la perte de stabilité dynamique est montée de 
façon différente. Ici, à un certain moment la tige fléchit légèrement 
et on lui applique immédiatement une force verticale qui dépasse 
la valeur critique. Il apparaît que dans ce cas la perte de stabilité 
s'effectue autrement que lors de la mise en charge statique. Plus 
bas on analyse en détail cette distinction. 

En élasticité, la plupart des problèmes étudiés se rapporte au cas 
de la stabilité statique. Le plus classique de ces problèmes fut ré- 
solu par L. Euler déjà en 1744. 

Problème d’Euler. Soit une tige se terminant par deux rotules, la 
rotule inférieure étant fixe, la rotule supérieure pouvant se déplacer 
verticalement; une force verticale F est appliquée à l'extrémité 
supérieure (fig. 139). On suppose que la tige est de section uniforme, 
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de longueur !, de moment d'inertie J et de module d’Young E. 

En équilibre, dans chaque section de la tige le moment fléchis- 
sant des forces élastiques doit être égal au moment de la force F par 
rapport au milieu de la tige fléchie. On sait que le moment des forces 
élastiques est proportionnel à la courbure de la tige k (x) dans la 
section envisagée et est égal à +ÆEJk, le moment de la force F dans 
cette section étant égal à +Fy. 

On va résoudre le problème en approximation linéaire, en sup- 
posant que les flèches de la tige sont petites. La courbure est alors 
k = y” (x) et l’on obtient l'équation d'équilibre sous la forme 


* F 
y"+-5ry=0 (1) 
(le signe est choisi compte tenu de ce que y” >> 0 pour y << 0 et inver- 


sement). 
La solution générale de l'équation (1) est 


y = Asinwzr+ Bcosw x, (2) 
où À et B sont des constantes arbitraires, et 
Nr 2 
o=V 7. (3) 


La condition d’articulation des extrémités conduit aux conditions 
aux limites 


y=0 pour x=0, 


4 
y=0 pour x=l, (4) 
d’où il découle que B = 0 et 

À sin ol = 0. (5) 
Si F< PET , il vient de (5) que À = 0, de sorte qu'à cette con- 
dition seule la solution triviale y = 0 est possible. Si F > MÉT ; 

alors à la condition wl = nn que l’on récrit sous la forme 

neËEJ 

F= Œ (6) 


(n étant un entier quelconque), outre la solution triviale, sont égale- 
ment possibles les solutions de la forme 

y = Asin LE. (7) 

On obtient le spectre des valeurs propres (6) de la grandeur F, 

chacune desquelles correspond à la forme courbe d'équilibre de la 

tige (7). On admet naturellement que la force critique est cette force 

pour laquelle la forme rectiligne primitive de la tige cesse d’être 
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stable. 11 est évident qu'elle correspond à la valeur nr = 1 et vaut 
2 
Fer = EE ; (8) 
elle est appelée force d'Euler. Lorsque la charge F' croît lentement la 
perte de stabilité a lieu pour cette valeur F4. La tige se courbe alors 
en forme d’une demi-onde de sinusoïde et à la rupture elle se casse 
en deux morceaux. 

Notons que la valeur À de la flèche de la tige dans la solution ci- 
dessus du problème d'Euler n'est définie d'aucune façon et théori- 
quement elle peut être aussi grande que l’on veut. Ce résultat con- 
traire à la réalité est une conséquence de la linéarisation du problème. 
En fait. pour de grandes flèches l'expression approchée de la cour- 
bure, utilisée dans la déduction de l'équation (1), cesse d'être 
valable. Dans ce cas il convient d'appliquer l'expression exacte 


= TE: el le problème devient non linéaire. L'étude de 


la stabilité dans la position non linéaire est également possible et 
donne des résultats concrets, mais les principales conclusions sont 
à peu de choses près les mêmes que dans la position linéaire. Au con- 
grès des mécaniciens qui s’est tenu en Californie (4968), ces problè- 
mes ont été traités dans un exposé récapitulatif par le savant fran- 
çais L. Gautier ?). 

Position dynamique. En analysant l’action d’une explosion sur 
les tiges et les enveloppes on a relevé des formes de perte de stabilité 
sortant du cadre du schéma statique étudié [4]. Imaginons l'expérien- 
ce suivante. 

Soit une tige disposée verticalement et fixée de la même façon 
que dans le problème précédent. Nous supposons que la rupture de la 
tige se produit aux petites déformations permettant encore l’utili- 
sation de la théorie linéaire. En haut de la tige appliquons instan- 
tanément une force verticale F dont l'intensité dépasse de plusieurs 
fois celle d'Euler Fer. Il faut connaître la façon dont se produit la 
perte de stabilité de la tige et sa rupture. 

On a vu plus haut que dans le schéma de chargement statique la 
tige se rompt en deux morceaux. L'expérience montre que dans les 
conditions admises la tige se casse en plusieurs fragments dont le 
nombre est fonction du rapport F/F4. On se propose d'établir le 
mouvement de la tige pendant l'intervalle de temps initial et de dé- 
terminer le nombre de fragments résultant de la rupture. 

Les petits mouvements d’une tige obéissent à une équation dif- 
férentielle de la forme 


ps + EJ EL + FÈL$ (2, (9) 


1) L. Gautier, An elementary treatment of buckling and problems of instabi- 
lity. 
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où p est la densité du matériau, $ l’aire de la section transversale de 
la tige; la fonction f se définit par la courbure initiale, la charge 
transversale, etc. 

Il est naturel de chercher la solution de cette équation satisfai- 
sant aux conditions aux limites (4) auxquelles s'ajoutent maintenant 
y" = 0 pour x — 0, Z (dans le schéma statique ces conditions étaient 
remplies automatiquement), sous la forme d'une série de Fourier 
suivant les sinus: 


2 
.. kHz 
y= > qR (t) SID —5— (10) 
ke=1 
Si le second membre de l'équation (9) est lui aussi représenté par une 
série de Fourier f(x) = à fx sin #, alors en substituant"(10) dans 
cette équation on obtient un système d'équations ordinaires 


ps ER + HET K2(kK2—n)qn=fr k—=1, 2,..., (11) 


F 3EJ 
NES Fr. (12) 


La quantité g, représente l'amplitude de l’harmonique 
kTx 
Yn (t)= qn () sin —— (13) 


auquel correspond la flexion de la tige suivant la sinusoïde à # demi- 
ondes. 

L'équation (11) montre que pour k > n, gx (t) varie suivant la 
loi sinusoïdale, de sorte que les harmoniques correspondants y; (t) 
ont une amplitude bornée et n’entraînent pas de perte de stabilité. 
Par contre, lorsque k° << nr les solutions de l'équation (11) ne sont 
pas périodiques : 


qn (t) = An Sh Ant 


— chat), (14) 


fr 
PSA? 


= PET pe (n— 2) (45) 


PSE 
(on admet que gx (0) = 0, g; (0) — 0). Les amplitudes des harmoni- 
ques correspondants croissent indéfiniment avec le temps; l’amplitu- 
de de l'harmonique pour lequel la quantité À, est maximale croît le 
plus rapidement. Il découle de (15) que À; atteint son maximum pour 
2k = n si bien que la forme la plus instable de la tige est la forme 
sinusoïdale avec un nombre de demi-ondes égal à l’entier le plus 
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+= 2 x ; (18) 


Naturellement, si la tige ne supporte pas la charge et se rompt, 
le nombre de cassures sera égal précisément à ce nombre. 

On peut aboutir à la même conclusion en partant de considéra- 
tions énergétiques. Ïl existe un principe stipulant que Île mouve- 
ment d’un système mécanique conservatif s'effectue de façon qu’à 
tout instant son énergie potentielle totale soit la plus petite possible. 
(En vertu de ce principe, la bille de l'exemple cité au début du 
chapitre descend par le caniveau pratiqué sur la sphère). 

Calculons l'énergie potentielle totale de la tige dans notre pro- 
blème. Elle se compose de l'énergie de flexion élastique de la tige 


le (PL Vide 
0 


proche du nombre 


ôr? 


et du potentiel des forces extérieures IT, (on néglige la compression 
longitudinale et la flexion primitive de la tige). Le potentiel II, 
est égal au travail de la force F pris avec le signe contraire: Il, = 
= — FAI, où Al est le déplacement de l’extrémité supérieure de la 
tige suivant la verticale. En supposant que la tige est inextensible 
et en désignant sa longueur par /, et la projection de son extrémité 
supérieure sur l'axe des x par lon a 


= Vi æmrrt | ( (2) dx. 
0 


Comme Al = 1, — L'on obtient 


o 


T 
et donc 
l l 
_ __ EJ 6?y \2 F ôy \° 
==) (5) dr [ (Se) ES 
0 


D'où, compte tenu des formules (12), découle l'expression de l’éner- 
gie potentielle totale pour l’harmonique (13): 


402 
=——— k2(k2—n), (18} 
On voit que II atteint sa valeur minimale pour l’harmonique y: 


dont le numéro est égal à l’entier le plus proche du nombre (16), 
i.e. l’harmonique qui donne la plus grande instabilité. 
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Ainsi on est arrivé par deux voies à la même conclusion : lorsqu'on 
applique instantanément à la tige une charge F, n fois supérieure à 
la force critique Fer, la tige fléchit suivant une sinusoïde à nombre de 

ne 


. L EC SRE : ù £ 
demi-ondes égal à / + ou à l’entier le plus proche: si la tige se 


Cox 1 or 
rompt. le nombre de cassures est aussi égal à ce nombre. 

Les photographies de la figure 140 mor trent une expérience il- 
lustrant la flexion d’une tige soumise à l'action d'une charge dyna- 
mique et sa destruction en plusieurs fragments !). I] va de soi qu’en 


\ 


Fig. 140 


‘pratique notre conclusion n'est confirmée qu'au sens probabiliste : 
pour un grand nombre d'expériences le nombre moyen de fragments 
n 


st voisin de ve ë 


Il est intéressant de noter qu’on obtient un résultat analogue en 
-Chargeant instantanément un tube à parois minces, soumis à la pres- 
sion extérieure. Comme dans le cas de la tige, il existe une pression 
-critique Fr telle que si la pression extérieure sur le tube est inférieu- 
re à Fer le tube est stable : si on le comprime dans les limites élasti- 
ques. et qu’on supprime ensuite l'effort compresseur le tube retrouve 
son état initial. Si la pression dépasse la valeur critique, le tube perd 
la stabilité au sens précédent. Si la charge est n fois plus grande que 
la charge critique, on aura une déformation avec un nombre d'ondes 


de l'ordre de Vn. 
L'exemple le plus frappant d’instabilité dynamique est fourni 
par l'expérience suivante. Si l’on immerge dans l’eau un tube à pa- 


1) Dans cette expérience le poids tombait sur des plaques en verre organique. 
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rois minces aux extrémités encastrées et que l’on produise ensuite 
une explosion au voisinage de l'extrémité inférieure, le tube sera cor- 
royé de telle sorte que sa section devient ondulée, le plus grand nom- 
bre d'ondes étant situé au voisinage de la charge 
(fig. 141). 

Quoique la stabilité dynamique ait sensible- O 
ment progressé ces 20 dernières années il reste tout 
de même encore beaucoup de problèmes non résolus 
tels que la stabilité dynamique des tubes sous 
charge axiale, l'instabilité dynamique des envelop- 
pes sphériques, etc. = (ge) 


$ 39. Mécanisme de destruction 


L'utilisation technique des explosions pose entre 
autres le problème suivant: comment et en quelle O 
quantité faut-il disposer un explosif dans un mas- 
sif pour obtenir après l'explosion des fragments de 
roche de dimensions requises ? Il importe également 
d'obtenir une solution partielle de ce problème, à 


savoir l'obtention d'un nombre maximal de frag- = O 
ments de grosseur déterminée. Ce problème est in- 
timement lié au problème classique des obus de Fig. 141 


fragmentation, où l’on demande que des éclats 
(ou la plupart d'entre eux) aient des dimensions données. 

Approche probabiliste. Tout corps physique réel présente un 
grand nombre de défauts de structure (les fissures entre autres) dis- 
posés chaotiquement et ayant des dimensions et des formes différen- 
tes. Sous l’action de l'explosion ces défauts sont amplifiés, ce qui 
conduit à la formation d'éclats de formes et de grosseurs diffé- 
rentes. 

Dans le cas le plus simple lorsque le matériau est isotrope dans 
des quantités assez importantes, on arrive à décrire le résultat de 
l'action destructrice de l'explosion en introduisant la fonction de 
distribution, i.e. la probabilité qu'un fragment ait une dimension 
inférieure à une certaine valeur. Comme le montrent de nombreuses 
expériences cette fonction peut être représentée, avec une précision 
suffisante, par 


D(a=1—e ()", (1) 


où x est la dimension caractéristique du fragment et x,, n sont les 
paramètres de distribution. 

La probabilité dp que le fragment ait une dimension caractéristi- 
que dans l'intervalle (x, x + dx) s'obtient par dérivation de la fonc- 


21-0622 
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tion © (x): 
X An 
dp=— (2) Eds. (2) 
Pratiquement, cette probabilité se détermine comme le rapport du 


volume de tous les fragments de dimension comprise dans l'intervalle 
(x, x + dx) à tout le volume détruit: 


AV 
Ap == Vo . (3) 


Les relations suivantes sont valables. Le nombre de particules 
dont la dimension est comprise dans l’intervalle (x, x + dr) et le 
volume moyen est v, est égal à 


an= dp. (4) 


Le volume relatif de toutes les particules de dimension supérieu- 
re à zx: 


(5) 


Cette expression en usage dans l’industrie d'enrichissement minière 
est connue sous le nom de la loi de Rosin-Rammler (1933). I1 découle 
de la formule (2) que la dimension moyenne d’un fragment 


3 fodpeu | (2) Gas ar (144), (6) 
0 0 


où l'est la fonction gamma 


T(A+a)= Î e-ta dt. (7) 
0 
La variance de la distribution considérée s'exprime aussi en fonction 
de T': 

D 
D = [ (z— x) dp = x? EEE EC ; (8) 

Û m(i+3) 

Pour n > 1 on a les relations approchées suivantes: 

z&z, D KA (9) 


3 Ld La 
(CE _. est un coefficient numérique), qui mettent en évidence la 


signification des paramètres x, et n. On voit que x, est une dimension 
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« presque » moyenne des fragments alors que n caractérise la « préci- 
sion » de la distribution par rapport à la dimension moyenne: plus 
n est grand plus la fragmentation est uniforme. 

Problèmes modèles. Le paramètre z dépend essentiellement de la 
technologie de production des travaux de minage. On peut détermi- 
ner la valeur de x, en résolvant des problèmes modèles dont le choix 
est conditionné par les propriétés physicomécaniques du matériau, 
la valeur de la pression et la géométrie de la structure. Si, par exem- 
ple, on a à considérer la destruction de métaux sous l’action d'une 
pression de l’ordre de 105 à 105 kg/cm?°, le problème associé peut être 
calculé d’après le schéma du fluide parfait incompressible ou du 
milieu viscoplastique, dans les hypothèses portant sur l’action des 
charges creuses (cf. chapitre VIT). 

Pour les roches, c'est le modèle du corps fragile qui convient le 
mieux dans la plupart des cas. On peut envisager également des com- 
binaisons de divers modèles. Ainsi, lors de l'explosion camouflée !) 
dans une roche, le mouvement du sol peut être décrit, au voisinage 
de la charge, par les équations du milieu pulvérulent ou plastique, 
dans la zone médiane détruite par les fissures radiales, par les équa- 
tions pour les barres et loin de la charge, par les équations de la théo- 
rie de l'élasticité. 

La valeur de la dimension moyenne d'un fragment dans chaque 
modèle se calcule habituellement sur la base de l’analyse de la sta- 
bilité d'un mouvement par rapport à de petites perturbations de type 
sinusoïda]l, chaque mouvement étant déterminé par le caractère de la 
déformation du matériau. 

Dans bon nombre de cas la destruction du corps se produit par la 
traction, aussi doit-on prêter une attention toute particulière à 
l'étude dans les divers schémas de la stabilité d'un tel mouvement 
lorsque tous les éléments du milieu sont soumis à cette traction. 

Les principaux résultats obtenus se rapportent au mouvement 
plan ; on peut les formuler ainsi: 

1. La traction d'une barre élastique est stable. Ce résultat dé- 
coule directement du problème traité au paragraphe précédent (en 
remplaçant }° par — F). 

2. La traction uniforme d’une bande du fluide parfait incompres- 
sible est stable par rapport aux perturbations sinusoïdales des fron- 
tières symétriques par rapport à la médiatrice [6]. 

3. La traction d'une bande viscoplastique est absolument insta- 
ble par les perturbations du type ci-dessus. Ce résultat est obtenu en 
négligeant les forces d'inertie. Pour tout nombre de demi-ondes la 
traction conduit à la rupture [5]. 


‘,.. 1) On appelle ainsi l'explosion au fond d'une roche sans formation de cratère 
(cf. le chapitre suivant). 


21° 
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Problème de fissures. Considérons à présent le problème de sta- 
bilité des fissures au sein d’un corps élastofragile. La plus simple des 
positions de ce problème est la suivante. 

Soit, dans un plan (x, y), un système de fissures parallèles de lon- 
gueur 2}, symétriques par rapport à l’axe des y et distantes de h l’une 
de l’autre. À l'instant initial, à l’intérieur des fissures il se crée une 
pression supérieure à la pression d'équilibre et constante tout au 
long du mouvement. On demande de décrire le mouvement des fis- 
sures et. en particulier, d'analyser la stabilité du processus. 

Il n'existe pas à l'heure actuelle de solution complète du problè- 
me posé. Toutefois, on peut essayer d'en donner une solution appro- 
chée en s'appuyant sur l'analyse qualitative du problème et sur cer- 
taines solutions exactes de problèmes plus simples. Décrivons briè- 
vement le schéma de résolution. On résout d’abord 

Le problème statique. Soit donnée une contrainte 
de traction p, supérieure à la résistance de traction o, du matériau ; 
on suppose qu’il se crée alors dans le matériau un système de fissures 
parallèles de longueur donnée. On demande de déterminer la distance 
h entre les fissures. 

La théorie des fissures fragiles (cf. L. Sédov [1]) dit que l’équi- 
libre d’une fissure se détermine par un seul paramètre: le coefficient 
d'équilibre de l’intensité des contraintes ou le module de cohésion 


= EY 

Ko= Vs : (10) 
où E est le module d'Young, y l'énergie spécifique efficace nécessaire 
à la formation d'une unité de surface de fissure, v le coefficient de 
Poisson (dont la dimension est ML-® T-?). La résistance de traction 
0, du matériau est liée à X, et à la longueur de la fissure par la rela- 
tion 


(11) 


_Ko_ 
Oh = VA 


Le problème posé est en principe résoluble par les méthodes du 
problème plan de l’élasticité (cf. N. Mouskhélichvili [3]). On peut 
montrer qu’au voisinage de l'origine de la fissure la contrainte tend 


ARS F : K s : : 
vers l'infini suivant la loi o — —=,oùsestune petite distance me- 
S 
surée à partir de l’origine de la fissure et X le coefficient d'intensité 
des contraintes à la date donnée. L'équilibre a lieu lorsque K = X4. 
Toutefois, on n’a pas encore obtenu de solution exacte. On ne con- 
naît que la solution approchée 


PV thE=k (12) 
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pour k >l, ou 
Po) += (13) 


pour h € ! (V. Kouznetsov [7]). 

Parallèlement au problème statique on considère 

Le problème dynamique. Soient données la lon- 
gueur des fissures et la distance les séparant. Déterminer la vitesse 
pour les pressions p supérieures à la pression d'équilibre p,. 

Les problèmes dynamiques de la théorie de la destruction fragile 
sont plus ardus et il en existe très peu qui soient résolus à l’heure ac- 
tuelle, même dans les hypothèses les plus simples. On dispose heu- 
reusement de faits expérimentaux dont l’utilisation contribue à la 
résolution. Il apparaît, notamment, que l’état de contrainte au voi- 
sinage de l’origine d’une fissure progressive diffère peu de celui que 
l'on observe dans le cas d'une fissure immobile en équilibre. Cela 
permet à chaque étape de la propagation de la fissure de chercher la 
solution du problème statique associé à la géométrie donnée. 

On montre ensuite que la vitesse de propagation d’une fissure ne 
peut dépasser une certaine valeur c (théoriquement égale à la vitesse 
de Rayleigh et pratiquement à pèu près à sa moitié). Ces raisonne- 
ments conduisent à la formule suivante pour la vitesse V de propa- 


gation d'une fissure 
v=cy/1—À#, (14) 


c étant la vitesse limite, K le coefficient d'intensité des contraintes 
à la date donnée, K, la valeur d'équilibre de ce coefficient (cf. 
l'ouvrage [71). 

Stabilité. Supposons qu’au problème précédent une fissure sur 
deux reçoive un petit accroissement de même longueur. Comment va- 
rie la vitesse de propagation des fissures ? 

11 s'avère que le développement des fissures longues s'accélère 
tandis que celui des fissures courtes s'arrête. Ce résultat est qualita- 
tivement clair sans calculs: les fissures longues forment une sorte 
d’« écran » pour les fissures plus courtes et les coïncent. Les calculs 
montrent que si la longueur des fissures longues est e fois plus grande 
que celle des petites, la présence de ces dernières n'influe pratique- 
ment pas sur l’état de contrainte au voisinage des origines des fis- 
sures longues. 

Les fissures courtes s'arrêtent, les longues se développent. Con- 
sidérons maintenant le développement d'un nouveau système de 
fissures distantes de 2h. Ce système peut être soumis à l'action de 
perturbations du type décrit, etc. Donc, l'instabilité du développe- 
ment de ce système entraîne un accroissement de l'écartement des 
fissures. Si les fissures parcourent une distance L, le nombre de dé 
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doublements est égal à log + et l’écartement des fissures vaut 


log L \log2 
H=h2 t=h(+) | (15) 


Les fragments longs en forme de plaques se détruisent comme des 
barres sous l’action d’un choc longitudinal (cf. le paragraphe précé- 
dent) ; les éclats obtenus sont de dimension de l’ordre de hk. Ainsi, 
la grandeur k joue le rôle de la dimension moyenne du fragment, 
qui entre dans les formules (4), (9), etc. 

Influence de l’échelle de l’explosion sur la grosseur des éclats. 
Soient deux explosions géométriquement semblables, produites dans 
les mêmes roches. Supposons que toutes les dimensions linéaires 
d’une explosion soient k fois supérieures à celles de l’autre. Le poids 
de l'explosif qui est proportionnel aux volumes augmente de k° 
fois. Quelle sera la dimension moyenne des fragments ? 

Dans les deux cas, aux points géométriquement semblables les 
contraintes seront les mêmes aux instants correspondants. Le réseau 
primitif de fissures devrait donc être identique. Or, le temps d'action 
des charges et. par conséquent, le temps de développement des fis- 
sures sera plus long pour la plus puissante de ces explosions. En vertu 
de l'instabilité signalée plus haut l’écartement des fissures s'accroît 
et sera plus grand pour la plus forte explosion. 

Dans le problème idéalisé du point précédent une variation de 
l'échelle linéaire de k fois a entraîné une variation de l’écartement des 
fissures et de la dimension des fragments de 419 fois. On supposera 
aussi que dans le cas général une variation de l'échelle de l'explosion 
de k fois entraîne une variation de la dimension moyenne des frag- 
ments de k% fois, où 0 < a < 1. 

En voici quelques exemples concrets. 

Lorsque l'explosion d'une charge pesant 500 g se produit dans un 
bloc de roche de 5000 kg la dimension moyenne des fragments est 
zo = 19 cm; la charge de 0,5 g placée dans un bloc de 2130 kg donne 
zo = 5 cm. L'échelle de l'explosion étant proportionnelle à la racine 
cubique du poids de l’explosif, l'échelle de la seconde explosion est 
10 fois plus petite que la première ; la dimension moyenne des frag- 
ments varie de 4 fois environ. 

Lors de l'explosion d'excavation d’une charge de 100 g à la pro- 
fondeur de 40 cm la dimension moyenne des débris est z, = 13,5 cm, 
lors de l'explosion de 20 t d'explosif, x, = 100 cm. Ici une augmenta- 
tion de l'échelle de 60 fois a conduit à un accroissement de la dimen- 
sion moyenne des débris de 8 fois. 

En s'appuyant sur les raisonnements ci-dessus et sur de multiples 
données expérimentales on a construit une formule empirique défi- 
nissant la dimension moyenne du fragment en fonction de la consom- 
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mation spécifique de l’explosif et de l’échelle de l’explosion: 
= 1/8 V \4S 
zo = 100 ( 5 ja (16) 


Ici x, est mesuré en centimètres, le poids d’explosif Q en kg, le vo- 
lume de la masse explosée V en m°. 


$ 40. Equilibres dans les milieux fluides 


On a peu étudié les problèmes d'hydrodynamique et de mécani- 
que des solides liés à l'instabilité dans les milieux fluides. Nous al- 
lons en considérer ici quelques-uns. 

Mercure au-dessus de l’eau. Commençons par le phénomène le 
plus simple. Imaginons qu'une mince couche de mercure s'étend 
sur la surface de l’eau dans un récipient (fig. 142). Si les surfaces du 
mercure et de l'eau sont plans parfaits, le mercure sera en équilibre, 
mais il est évident que cet équilibre est instable. Quel est le méca- 
nisme d'immersion du mercure ? 

Physiquement, on peut réaliser ce 


Mercure 
phénomène d'une autre manière: sur le |E 
fond d’un récipient clos verser du mer- LULU 
cure puis de l'eau. Cet équilibre est sta- a k g a k 


ble, mais on peut le rendre instable en ! 
mettant le récipient en mouvement accé- 
léré vers le bas, avec une accélération 2 à 
5 fois supérieure à g. 

I] y a à peine quelques années qu'on 
a compris le mécanisme de ce phénomène. 
En voici l'explication et la justifica- 
tion. Voyons tout d’abord un modèle plus 
simple, lorsque l'épaisseur de la couche de mercure est égale ou su- 
périeure au diamètre du récipient. Il est assez clair que si à un en- 
droit quelconque de la surface inférieure du mercure il se forme une 
aspérité en raison d’une asymétrie accidentelle, cette aspérité s’am- 
plifie en formant dans l’eau un entonnoir par lequel tout le mercure 
s'écoule vers le bas. Les positions successives de l'eau et du mercure 
peuvent être construites par la méthode grapho-analytique. 

Dans la position de base lorsque l'épaisseur de la couche de mer- 
cure est petite devant le diamètre du flacon, le processus de perte 
de stabilité et d'écoulement du mercure vers le bas peut s’amorcer 
en tout point de la surface de l’eau. Mais l'influence de ce processus 
s’atténuera avec l'éloignement du puits selon la loi 


Fig. 142 


cs 


V=v®s Ÿ, (1) 
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où V est la vitesse du liquide en un certain point, V, la vitesse dans 
la zone d’amorçage du processus, 6 l'épaisseur de la couche de mercu- 
re et r la distance du point considéré au point de puits (cf. $ 12). 

Ainsi donc, les portions de mercure situées à une distance de plu- 
sieurs épaisseurs de couche de mercure du point de formation d'un 
puits réagiront faiblement à l'amorçage du processus. Pour ces por- 
tions il se trouvera une saillie plus proche où s’organisera un nou- 
veau puits. 

Donc si l’épaisseur de la couche de mercure est petite, le mercure 
se précipite vers le bas par des filets multiples séparés l’un de l’autre 
par une distance de l’ordre de & (fig. 142). 

Ce modèle permet d'expliquer un effet curieux accompagnant sous 
certaines conditions une explosion sous-marine. Après l'explosion, 
un groupe de petits jets équidistants jaillit de la surface lisse de 
l’eau. La cause en est que lorsque l'onde de choc dans l’eau s’appro- 
che de la surface, alors à la décharge une couche d’eau tend à se dé- 
tacher de la masse principale. Si de plus l'énergie potentielle de com- 
pression n'est pas suffisante pour arracher une couche d'eau de sa 
masse principale, on se retrouve dans des conditions analogues à cel- 
les du mercure sur l’eau, si bien qu'au lieu d’un décollement on aura 
un système de petits jets. 

On observe un phénomène identique lorsque l'onde de choc atteint 
la surface libre d’un métal. Que ce phénomène ait ou n'ait pas lieu 
dépend de plusieurs facteurs tels que la longueur de l’onde de choc, 
la courbure du front, la résistance à la rupture du milieu, etc. 

L'étude quantitative de ce phénomène passe par le problè- 
me suivant. Soit une couche de fluide parfait incompressible 
— D <xr< 00, O<L<y<h, animée d’une accélération a dirigée 
verticalement vers le haut. Supposons ensuite que la surface supé- 
rieure de la couche reçoit à l'instant { — 0 une petite perturbation 
n = 7, sin x qui suivra ultérieurement la loi 


n (x, t) =T (t) sin kr. (2) 


On demande le mouvement de la surface libre. 

Si l'épaisseur de la couche h est petite devant la longueur d'onde 
de la perturbation, les équations du mouvement peuvent être rem- 
placées par des équations approchées comme on l’a fait au chapitre 
Ï pour le problème de l’eau peu profonde. La seule différence réside 
dans le fait que l'accélération de la pesanteur g est remplacée ici 
par — a (car dirigée vers le haut). Notamment, pour la surface libre 
du fluide on obtient l'équation 


CU] in _ 

Fe + Or (3) 
En portant dans cette équation l'expression (2) on trouve 

LE — ahKET =0, (4) 
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d'où 
T= Aer Vaht+ Be-nVant, (5) 


À et B étant des constantes. Les conditions initiales pour T s’écrivent 
T (0) = To, T° (0) = a, d'où il vient que À # 0. Si bien que l’am- 
plitude des oscillations (2) croît indéfiniment et le mouvement est 
instable. 

Dans notre approximation les perturbations de toute longueur 


d'onde À — ë sont instables. En réalité, les ondes très petites doi- 


vent s’amortir sous l'action des forces de tension superficielle, de 
sorte que seuls les harmoniques dont la longueur d'onde dépasse une 
certaine valeur critique ÀAmn, sont instables. C'est cette valeur qu'il 
convient de prendre pour distance caractéristique entre les petits 
jets dans les phénomènes considérés ; les calculs [6] fournissent pour 
elle la formule approchée 


Mo = 22 à, (6) 


où o est le coefficient de tension superficielle et p la densité du fluide. 

Génération des ondes. Le problème des vagues produites par le 
vent est amplement traité. Quel est le mécanisme de formation des 
vagues pour un vent donné, existe-t-il une interaction, i.e. les vagues 
ont-elles une influence sur le vent ? Ces questions et bien d’autres 
encore sont en suspens même si sur le plan qualitatif tout est clair 
depuis longtemps. 

La surface libre de l’eau est instable si elle est soumise à l’action 
d’un courant d'air; en présence de petites variations aléatoires, la 
pression dans les creux, comme le dit la loi de Bernoulli, est plus 
grande que sur les crêtes, d'où il découle que chaque mouvement on- 
dulatoire doit s’amplifier sous l’action du vent. Il est facile d'éta- 
blir ce résultat analytiquement (cf. par exemple Landau et Lifchits 
[21). Si V est la vitesse du vent, p, la densité de l'eau, p la densité 
de l’air, À la longueur d'onde, l’accroissement de l'amplitude d'une 
vague est donné par et, où 


_ 28 y Vi - 

LE Po+P ” (7) 

Par ailleurs si la hauteur de l'onde est de l’ordre de sa longueur, 

la crête de l'onde est emportée par le vent de sorte que seules les on- 

des de grande longueur subissent un accroissement. Dans ces condi- 

tions, après un temps assez long il doit s'établir un régime station- 

naire. On peut montrer que dans ce cas la vitesse du vent doit être 
deux fois plus grande que celle des vagues. 

En effet, il est naturel de supposer qu'ici (comme dans le problè- 

me d'écoulement dans une tranchée, $ 22) entre deux crêtes voisines: 
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d’une vague il existe une zone de mouvement tourbillonnaire 
(fig. 143). Considérons un système de coordonnées lié à l'onde. Dans 
<e système la vitesse d'écoulement du fluide est égale à la vitesse de 
progression de l'onde et est de sens négatif. En vertu de la continuité 
du champ de vitesses, à la frontière de la zone tourbillonnaire la 
vitesse du vent elle aussi doit être égale à C et être de sens positif. 
En revenant au système de coordonnées immobile on obtient la dé- 
monstration de la proposition avancée. 

Parallèlement aux travaux théoriques on a procédé à de multiples 
observations des vagues de vent dans les conditions naturelles. IL 
y a quelque 20 ans on a construit en 
Crimée « un bassin de tempête » spé- 
cial à parois verticales cylindriques cir- 
culaires. Plusieurs compresseurs puis- 
sants ont été installés au-dessus de 
la surface libre pour générer un vent 
dans une large gamme de vitesses. 
Dans ce bassin de tempête il y a effec- 
tivement production de vagues mais 
leur comportement diffère fondamen- 
talement des ondes produites par un 
vent naturel d'orientation assez stable. Les ondes engendrées dans le 
bassin circulaire ont une orientation déterminée dans la zone de gé- 
nération et se transforment rapidement en oscillations dans la di- 
rection de l’axe du bassin, i.e. il se crée des groupes d’ondes station- 
naires. 

L'observation des phénomènes liés aux ondes circulaires est fort 
intéressante mais leur calcul très difficile. Signalons l’un d’entre eux. 
Si par un procédé quelconque, par exemple par un cordeau détonant 
circulaire, on crée une onde circulaire (une élévation ou une dépres- 
sion circulaire), les ondes cheminent du centre de l'anneau en sui- 
vant la loi d'amortissement ordinaire. Mais vers le centre la lon- 
gueur d'onde varie lentement et l'onde ne se décompose pas comme 
d'habitude en ondes plus petites. Il en résulte que la hauteur de 
l'onde croît lorsqu'elle s'approche du centre et donne un rejaillisse- 
ment de plusieurs fois supérieur à la hauteur initiale de l'onde. 

Stabilité des jets. Dans le cercle des idées considérées précédem- 
ment il y a un grand nombre de problèmes sur la stabilité des jets. 
La stabilité d’un jet d’eau dans l'air est un problème classique. A 
quelle hauteur s'élève un jet dont la vitesse de sortie et le diamè- 
tre sont connus? Quelle distance peut-on atteindre avec un jet ? 

Dans ces positions l'eau peut être assimilée à un fluide parfait. 
Lorsque la vitesse du jet est proche de la vitesse du son dans l'air 
n devra naturellement prendre en considération le facteur de com- 
pressibilité de l'air. On n’a pas encore complètement résolu le pro- 
blème du jet noyé, c'est-à-dire d'un jet se déplaçant dans l'eau ; dans 
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ce cas le rôle essentiel est joué par la viscosité et aux grandes vitesses, 
par la turbulence. 

Un problème intéressant aussi bien en soi que du point de vue 
des applications est le problème de stabilité d’une barre liquide sou- 
mise simultanément à la traction et à la torsion. Soit un tube à 
symétrie axiale en fer mou ou en cuivre, dont la méridienne est ca- 
ractérisée par la forme sinusoïdale : le diamètre du tube est de 10 à 
45 mn, l'épaisseur des parois de 1 à 1,5 mm. 

Décrivons le mode de fabrication de ces tubes. On usine une ma- 
trice dont la surface intérieure coïncide avec la surface extérieure 
du futur tube. On introduit dans la matrice un tube cylindrique qui 


AT À | 


Fig. 444 


est hermétiquement fermé d’un côté et de l’autre côté on ferme la 
matrice en vissant un couvercle présentant un petit orifice coaxial 
(fig. 144). A travers cet orifice on injecte de l’eau sous une grande 
pression, ce qui fait que la surface extérieure du tube introduit vient 
à même la matrice. Le tube embouti par ce procédé aura des parois 
d'épaisseur variable: afin de remédier à ce défaut il convient au 
préalable de façonner légèrement le cylindre de l'extérieur dans les 
endroits nécessaires. 

On envisagera deux cas selon que le tube est vide ou plein d’eau. 
Dans chaque cas le tube est étiré dans le sens de son axe et, de plus, 
étant soumis à une traction continue il subit encore une torsion de 
vitesse variable. Dans quels cas les ondes circulant sur la surface du 
tube s'aplanissent-elles (stabilité) et dans quels cas s’amplifient-elles 
(instabilité) ? 

Du point de vue qualitatif il est assez clair que si la traction est 
simple (ou suivie d'une torsion assez petite) on a un processus stable, 
i.e. les ondes circulant sur la surface du tube s’aplanissent. En effet, 
la force de traction augmente le diamètre des sections dans les cols 
et le diminue dans les ventres. 

Tout change si le tube est soumis simultanément à une traction 
et à une assez forte torsion. Les fibres du tube se transforment en 
hélices qui seront serrées par la traction surtout dans les endroits 
étroits correspondant aux cols du tube. Cela entraîne un serrage ul- 
térieur des cols et le processus est instable. 
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Il est souhaitable de construire le modèle quantitatif du phéno- 
mène décrit. Mais auparavant il faudra étudier la stabilité statique 
et dynamique des barreset des tubes (élastiques et avec plasticité) à 
la torsion pure. On aura alors deux cas à considérer: a) la distance 
entre les bouts du tube ou de la barre est invariable, b) seules des 
forces de torsion sont appliquées. 

Explosion dans l’eau. On va décrire ici trois phénomènes qui 
accompagnent une explosion dans l’eau. On ne dispose pas encore 
de théories quantitatives et même l’as- 
pect qualitatif n’est pas tout à fait clair. 

1) On a vu plus haut que si l’on im- 
merge verticalement dans l’eau un tube 
cylindrique encastré à ses extrémités et 
on réalise une explosion au-dessous de 
lui, il sera corroyé conformément aux 
lois de perte de stabilité dynamique: sa 

Fig. 145 section affecte un caractère ondulatoire 

et la fréquence des ondes diminue à me- 

sure qu'on s'éloigne de l'extrémité inférieure. Ce phénomène a été 
interprété par un schéma approché simple. 

Or cette expérience révèle encore un effet très curieux qui ne s’ins- 
crit pas dans le schéma élémentaire: le tube corroyé (cf. fig. 141) 
a la forme d’une tresse bien serrée! Com- 
ment donc expliquer ce phénomène ? 

2) Prenons une enveloppe sphérique en 
matériau élastique (un ballon gonflé d'’air) 
et plongeons-la dans un réservoir d'eau où l’on 
peut créer de fortes pressions (fig. 145). En 
admettant que le matériau devient plastique 
en dehors des limites d’élasticité, déterminer 
d’après ses caractéristiques: a) la pression 
critique à laquelle a lieu une perte d'’élasti- 
cité, b) la forme de l'enveloppe sphérique après 
la perte de stabilité, c) la forme de la perte de 
Stabilité dans le cas où la pression dans l'eau devient instantané- 
ment n fois plus grande que la pression critique. 

Bref, le problème consiste à transférer au cas d’une enveloppe 
sphérique les schémas d'’instabilités statique et dynamique qu'on 
a considérés précédemment pour des barres (à ce propos voir [8]). 

3) Dans une des parois d’une enceinte à parois épaisses on prati- 
que un orifice rond dans lequel on peut encastrer des membranes 
minces d’épaisseurs différentes et en divers matériaux (fer, cuivre, 
plomb, etc.). Au centre de l'enceinte, en face de l’orifice fermé par 
une membrane, on produit des explosions de puissance variée, la 
membrane gauchie étant remplacée après chaque explosion (fig. 146). 

En procédant à ces expériences on a découvert l’effet paradoxal 


Fig. 146 
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suivant. L'accroissement de la charge entraîne un accroissement de 
la flèche de la membrane jusqu'à une valeur déterminée. La flèche 
continue de croître au-delà de cette valeur mais en changeant de sens, 
c'est-à-dire la membrane bombe vers l’explosion! 

Ce phénomène s'interprète ainsi. Lorsque la membrane perd sa 
stabilité sous l’action de l’explosion (comme dans le cas de la barre 
traité au début du chapitre), elle est soumise à l'action d’une force 
F d'intensité et de sens variables. Lorsque F est dirigée vers l'exté- 
rieur de l'enceinte, la flèche qu’elle produit l’est également et quand 
elle est dirigée vers l’intérieur la membrane s’incurve dans le même 
sens. Pour construire le schéma de ce phénomène il faut avant tout 
éludier les questions de la perte de stabilité des membranes rondes 
fixées sur le bord. 
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CHAPITRE XI 


EXPLOSION 


Les pressions créées par une explosion sont tellement grandes 
que dans nombre de cas il est possible de négliger les propriétés de 
résistance et les propriétés plastiques du milieu ainsi que les forces 
de frottement devant les forces d'inertie. Si on néglige aussi la com- 
pressibilité du milieu, on obtient le modèle du fluide parfait incom- 
pressible. Les calculs de l’action de l'explosion dans ce modèle don- 
rent parfois une très bonne coïncidence avec les données expérimen- 
tales, par exemple dans la théorie de la cumulation traitée au cha- 
pitre VII. Dans d’autres cas, on arrive grâce à l’hydrodynamique à 
calculer grossièrement le phénomène pour ensuite le préciser en pre- 
nant en considération le caractère imparfait et la compressibilité 
du milieu réel. Enfin, avec les concepts hydrodynamiques on par- 
vient à prédire des schémas d’explosion d'un principe nouveau. 
Dans ce chapitre on se penchera sur certaines questions liées aux 
explosions et à leurs applications. 


$ 41. Explosion au sol 


Position impulsionnelle. L'utilisation du modèle du fluide par- 
fait incompressible dans l'étude des explosions va souvent de pair 
avec la position impulsionnelle des problèmes d'hydrodynamique qui 
consiste en ce qui suit. Etant donné que les charges d'explosion sont 
caractérisées par leur courte durée et leur grande valeur absolue, on 
peut admettre qu’elles agissent pendant un intervalle de temps in- 
finiment petit de O à tet que la pression pendant ce laps de temps est 
tellement grande que l'impulsion de la force reste finie, i.e. 

T 


lim | pdt=1#0. (1) 
T0 û 


Prenons maintenant l'équation du mouvement 


dv 0V 1 . 
x = x +: V)V= Er (2) 
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et intégrons-la sur le segment [0, rl en supposant qu'à l'instant ini- 
tial la vitesse est nulle: 


+ 
1 


Comme + est petit on peut négliger le déplacement des particules et 
admettre alors que cette vitesse se rapporte au point initial du champ 
ainsi que permuter l’ordre d'intégration et de prise du gradient. Il 
vient 
1 J Il 
(Ness + | sg. 
raies V'p 
Ainsi, l'écoulement provoqué par la pression impulsionnelle Il pos- 
sède un potentiel — —. Pourlesestimations pratiques de la valeur 


de IT au lieu de (2) on peut utiliser l'expression approchée 
= pr, (3) 


où p est la pression moyenne s'exerçant pendant le temps t. 

Charge concentrée. Soit une- charge d'énergie ÆE située à la 
profondeur k de la surface de la Terre. On demande le champ de vi- 
tesses initial engendré dans le sol par l'explosion. d'une telle charge. 

L'action de l'explosion est remplacée par celle d’une source d'in- 
tensité À. La géométrie du champ de vitesses initial est définie par 
le potentiel A (x, y, z). Si la surface libre se confond avec le plan 
x, y et la charge est située sur l'axe des 5, la fonction harmonique 
Œ à pour expression 


1 1 
P(z. y, 2) = 


VAR UE GRO VE+ + GHR 
où le point (0,0, —h)est le centre d'emplacement de la charge. 
L'intensité de la source À peut être déterminée à partir des con- 
sidérations énergétiques. Les expériences montrent qu'environ 1/10 
de toute l’énergie de la charge Æ est lié au mouvement de la masse 
du sol alors que l'énergie restante est liée à l’onde de choc. En cal- 


culant l'énergie cinétique du fluide !) et en l'égalant à + on trouve 


E 
AV 5. (5) 


où r, est le rayon de la charge et p la densité du fluide. 


(4) 


1) On utilise le fait que pour un écoulement à potentiel d’un fluide parfait 

incompressible de densité p et de potentiel p l’énergie cinétique est égale à 
.4 : 

Bltve. V6) du =$i ( Te dS, où D est le domaine d'écoulement, 0D sa 

frontière et À la dérivée suivant la normale extérieure (on s’est servi de la 
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Le profil du champ de vitesses initial sur la surface du sol (z = Ü) 
s'obtient à partir de l'expression (4) sous la forme 


24h : 
VO= Rs (= +). (6) 


On peut déterminer le rayon du cratère d’explosion apparent R en 
supposant qu'au bord du cratère la vitesse atteint une certaine va- 
leur critique caractéristique du type de sol donné: 


V(R)=c. (7) 


Il est alors aisé, à partir des formules (5) à (7), d'obtenir l'expression 
de l'énergie 


E = RE ne (1+n2}, (8) 


où n = est l'indice du fourneau de mine. 


Il est intéressant de noter que pour un rayon de charge fixe et une 
énergie variable de l'explosion les cratères d'explosion sont géo- 
métriquement semblables si l'énergie est proportionnelle à la puis- 
sance quatre de la profondeur. 

Dans le cas d'explosifs ordinaires l'énergie d'explosion dépend 
du rayon de la charge. En désignant par & l'énergie spécifique par 
unité de masse de l'explosif donné et par p, la densité de chargement, 
on a 


4 
= ripie. (9) 


En explicitant r, et en portant l'expression trouvée dans (8) on ob- 
tient 


E =k (epip%ct) 4 h3 (1+ n2)°/4, (10) 


k£ étant une constante. 

Cordeaux détonants. Ces derniers temps dans les travaux de 
minage on se tourne de plus en plus souvent vers les charges linéaire- 
ment distribuées ou cordeaux détonants. Le calcul de l’action de ces 
charges cadre avec le schéma du fluide parfait incompressible. De 
plus, on peut considérer conventionnellement les propriétés de ré- 
sistance du sol en l'assimilant par hypothèse à un milieu tel qu’à 
des vitesses supérieures à une certaine valeur critique c le matériau 
s'écoule comme un fluide parfait incompressible ; si la vitesse est 
inférieure à c, il se comporte comme un solide parfait (cf. l’hypothè- 
se faite à la fin du $ 32). 


formule de Green). Dans notre cas D est le demi-espace {z << 0} extérieur à 
la boule de rayon r, et de centre (0, 0, — h), le potentiel ç = 0 sur le plan 
z — 0, et l'intégrale du second terme de (4) étendue à la sphère est nulle. 
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Pour simplifier, considérons le problème de l’explosion de sur- 
face d’un cordeau détonant plan, qui se résout en position impulsion- 
nelle (V. Kouznetsov [4]). 

La position mathématique du problème est la suivante (fig. 147). 
On demande le potentiel complexe d’un écoulement w (z) dans un 


Fig. 147 


domaine G limité par les segments [0, x,]et[—h, 0] des axes de coor- 
données et par un arc inconnu y, pour les conditions aux limites sui- 
vantes : 


= | Qo pour y=0, 0Sr<I, 
10 pour y=0, l<1<%, 
p=0 sur {—h<y<0, r—0} et sur Ÿ, (11) 


On demande également de déterminer la courbe y et, en particulier, 
les points B et C. 

Ce problème se résout par la méthode des applications conformes 
par analogie avec les problèmes de jets du chapitre VIT. Dans le plan 
du potentiel complexe w = œ@ + ip le domaine d'écoulement G est 
appliqué sur la demi-bande G, = {0 < << po, d >0} avec la 
correspondance entre les points indiquéesur la figure 148. Envisageons 
encore l'application auxiliaire du domaine G, dans le plan £ —E +in: 


dz 
t—loge + (12) 


Comme à la frontière du domaine G on a n — 5 sur le segment 


{Lx <zos, y =0}, n = — . sur les segments {0< x < I, 
y = 0}et {x = 0, —h< y < 0} et, de plus, Ë = 0 sur y, l'image 


22-0622 
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de G; par cette application sera également une demi-bande G, — 
2e {E 0 F<n<5). 

L'application de G; sur G, avec la correspondance voulue entre 
les points peut être exprimée à l’aide de fonctions élémentaires. 


ÿ ? 

21C D 
? L 
Po 6; n 

d 8 À 
-7l— s D 
ë 

Fig. 148 


Supposons que cette application soit de la forme Ë = F (w), alors 
à partir de (12) on obtient l'équation différentielle 


DD = ce-70, - (13) 


d'où l’on tire le potentiel complexe cherché. 
Les calculs (cf. [4]) conduisent à la représentation paramétrique 
suivante du profil du cratère: 


= LV (A+cos ag) (L+c0519) — 


T= 
ne V T+ cos n6+ J/ Loos 19 1 
El re 08 pt 1———, (14) 


2a sinxp a—1 9 


za 
0 et _ arccos (—<) se 


On résout de façon analogue le problème d’explosion d'une charge 
enterrée en l’assimilant à une source plane. 


1) Pour c donné la quantité a se détermine de la dernière relation. 
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$ 42. Explosion dirigée 


La projection de la terre dans une direction déterminée revêt une 
grande importance pratique. Dans plusieurs travaux de minage (par 
exemple l'édification des barrages par explosion) il faut déplacer une 
certaine masse de terre dans une direction donnée. On sait que dans 
le cas d’une explosion souterraine oidinaire avec une surface libre 
horizontale l’éjection de la terre se produit uniformément par rap- 
port à l’axe du cratère d’explosion. Si la surface est inclinée, la majeu- 
re partie du sol est éjectée dans la direction de la perpendiculaire 
à la surface. 

Cette circonstance est mise à profit en pratique lorsqu'on veut 
orienter l’éjection. L'explosion est alors produite en deux étapes. 
On fait d'abord exploser une petite charge pour créer une nouvelle 
surface dénudée plus inclinée que la surface initiale. Puis, on amorce 
la charge principale qui éjecte la terre dans la direction voulue. 

Disposition des charges. Toutefois, le procédé qu'on vient de 
décrire et ses analogues n’assurent pas une directivité complète de 
l'explosion. Il y a quelques années on a proposé une nouvelle métho- 
de d’explosion dirigée, assurant une directivité totale de l’éjection 
du sol. Elle s'appuie sur la solution du problème suivant (M. A. Lav- 
rentiev, V. M. Kouznetsov et E. N. Scher [3]). 

Soit un corps D représentant un volume d’un fluide incompres- 
sible intérieur à la surface convexe S. Est-il possible de disposer sur 
la surface S une couche d’explosif de façon qu'après l’explosion le 
corps D s'envole comme un solide avec une vitesse et dans une di- 
rection données? Le problème se résout de façon élémentaire sous 
l'hypothèse supplémentaire suivante: la vitesse de détonation est 
infiniment grande et l'explosion de la couche crée sur le corps une 
impulsion J orthogonale à la surface S en chacun de ses points et 
proportionnelle à l'épaisseur de la couche en ce point. 

En se servant de ce postulat (qui est confirmé par les expériences 
dans un bon nombre de cas) on est conduit à la procédure suivante: 
on construit deux plans-supports T, et T, perpendiculaires au vec- 
teur v de la direction de la projection et tangents à S des deux côtés 
du corps ; supposons que 7, est tangent à S au point 4, et T, au point 
B. Supposons également qu'au point B (dans le sens de la projection) 
l'épaisseur 6 de la couche d’explosif est nulle: 6, = 0, et au point 
À l'épaisseur de la couche 6, >=0; en d’autres points de S l'épais- 
seur ô dérive de la condition que l'épaisseur est proportionnelle à la 
distance du point au plan 7, (fig. 149). 

Si le système de coordonnées x, y, z est choisi tel que l’axe des 
x coïncide avec la direction de v, après l'explosion le potentiel du 
champ de vitesses @ aura la forme 


® = kz, (1) 
où k est fonction de la valeur de la vitesse v. 
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Ce procédé convient pour le creusage de canaux, de cratères. 
Supposons qu'on ait à enlever du sol un corps oblong de section tri- 
angulaire D de telle manière que ce corps atterrisse à côté du fossé 
creusé. La charge d’explosif doit être disposée comme sur la figure 
150. En vertu de ce qui a été dit 
plus haut la vitesse v et, par consé- 
quent, la position du corps après 
l'explosion, est déterminée par ô. 

En pratique il est certes diffi- 
cile et même inutile d’entourer 
la surface du corps par une couche 
continue d'’explosif. I1 faut forer 
des trous inclinés et creuser des ca- 
niveaux (pour la charge supérieu- 
re) sur le contour du corps. La loi 


Explosif linéaire de la distribution de l’ex- 
plosif dans un trou est assurée par 
Fig. 149 l’encartouchage de l’explosif en 


3 ou 4 étages. Ces détails pratiques 
et d’autres ont été expérimentale- 
ment étudiés [5—6] lors des explosions dans un sol tendre et un sol 
rocheux. Les explosions expérimentales ont également permis d’ap- 
porter certaines corrections dans le schéma primitif en tenant compte 
de la compressibilité et de la résistance du milieu. Sans changer le 


Fig. 150 


fond du problème modèle ces corrections portent sur la précision du 
calcul des charges et sur l’ordre de leur amorçage. 

Loi de similitude. Le problème de similitude est l’un des plus 
importants de la théorie de l’explosion d’excavation du sol: soit Q 
le poids de la charge nécessaire pour creuser un cratère de volume V 
dans une roche donnée ; quelle charge faut-il prendre si l’on a à creu- 
ser un cratère de volume £V dans la même roche ? Il y a déjà quelques 
dizaines d'années on a proposé une loi qui disait que le volume du 
sol éjecté est proportionnel au cube du diamètre de la charge, i.e. 
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pour éjecter un volume kV il faut une charge de poids k4Q: 
si l = nl, alors Q, = n°Q. (2) 


Notons que pour une très large gamme de sols un mètre cube de sol 
exige un kilogramme d'explosif ordinaire (trotyl). 

Les gros travaux de minage ont infirmé la loi (2), plus exactement 
cette loi donne des cratères plus petits que les cratères théoriques. 
Au lieu de (2) G. Pokrovski et P. Fedorov ont proposé la formule 


Qi=n"Q. (3) 


Cette formule a été confirmée par une série d'expériences faites dans 
la région de Tachkent en 1960 [1]. La charge maximale pesait ici 
1000 tonnes. 

La formule (3) peut être expliquée à l’aide de la théorie des di- 
mensions. À cet effet on remarquera que la grandeur adimensionnel- 
le du rapport du rayon À du cratère d'excavation à la profondeur de 
l'emplacement de la charge doit être fonction des combinaisons adi- 
mensionnelles des principaux paramètres de l'explosion. Diverses 
variantes sont possibles. 

Si l’on admet que l’action de-l’explosif n’est définie que par son 
énergie E et les propriétés du sol par sa résistance p, alors la combi- 
naison adimensionnelle sera £/phÿ, de sorte que. le rayon du cratère 
se détermine par la formule 


R=hj (+); (4) 


où f est une fonction à déterminer soit théoriquement soit par l’ex- 
périence. 

Si la résistance est négligeable devant la pesanteur, alors en choi- 
sissant comme paramètres essentiels la densité p et l'accélération de 
la pesanteur g au lieu de p on a par les mêmes raisonnements 


R=hi(r). 6) 


L'énergie de l’explosif est proportionnelle à son poids, la gran- 
deur » est une dimension linéaire caractéristique (échelle) de l'ex- 
plosion. Ainsi donc, pour obtenir des cratères géométriquement sem- 


blables (= const ) le poids de l’explosif doit dans le premier 


cas varier proportionnellement au cube de la dimension linéaire et 
dans le second cas, à la puissance quatre. En pratique, pour des ex- 
plosions suffisamment puissantes les deux paramètres sont essentiels 
de sorte que le degré de simulation doit être inclus dans l'intervalle 
de 3 à 4 

De toute évidence, pour une explosion dirigée le paramètre es- 
sentiel n'est pas l'énergie mais l'impulsion J créée par l'explosion. 
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Il est également clair que le paramètre g est toujours essentiel. Comme 
combinaison adimensionnelle des paramètres on peut prendre le 
rapport J/pgh1®, d'où l’expression suivante pour le rayon du cra- 
tère 
J 
R=hf(=r). (6) 


Par conséquent, pour les explosions dirigées géométriquement 
semblables les rapports J/h77 sont égaux, et si l’on admet que l'im- 
pulsion de l’explosion est proportionnelle à son énergie, i.e. au poids 
de l’explosif, on obtient la loi (3). Dans le cas général la dépendance 
entre l'impulsion et l'énergie a un caractère plus compliqué et est 
fonction de la qualité du chargement des chambres et des cordeaux. 

Le problème de la similitude et de la simulation des explosions 
souterraines n'est pas encore définitivement éclairci. Ces derniers 
temps on a découvert plusieurs faits expérimentaux qui ne cadrent 
pas avec les schémas de calcul actuels. Par exemple, la résistance du 
sol varie notablement avec la profondeur. De nouvelles expériences 
et la mise en œuvre de nouveaux modèles théoriques sont nécessaires 
pour expliquer le mécanisme de transmission de l'énergie de l’ex- 
plosif au sol ainsi que la distribution de l'énergie entre l’onde de choc 
et le mouvement ultérieur du sol. 


$ 43. Explosion camouflée 


On considère ici le problème de dilatation de la cavité qui se 
forme lors des explosions souterraines qui ne s’accompagnent pas 
d'une formation de cratères sur la surface de la Terre. Ces explosions 
sont dites explosions camouflées. 

Compactage. A la différence de l’eau 
et des corps élastiques le sol est caracté- 
risé par le compactage : si l’on comprime 
fortement le sol, puis on supprime Ja 
pression, le volume final du sol sera in- 
férieur au volume initial. 

Introduisons la grandeur 


81-20 (1) 


Fig. 151 caractérisant la compression du sol 

(po est la densité en l'absence de sur- 

pression). La figure 151 représente les variations de la compres- 
sion en fonction de la pression. En première approximation cette 
dépendance est schématisée par la ligne polygonale représentée en 
pointillé. Aux pressions inférieures à une certaine valeur critique 
Px, la densité du sol est pratiquement égale à sa valeur initiale 
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bo (i.e. 0 — 0). Lorsque la pression atteint p,, il se produit une dé- 
formation instantanée du sol se traduisant par un accroissement de 
la densité jusqu'à la valeur p, qui demeure pratiquement la même 
si la pression continue de croître. 

C’est ce comportement du sol qui explique l'effet de compactage: 
lorsqu'on supprime la pression la densité est voisine de p.. 

Problème de dilatation d’une cavité. Supposons qu’un sol possé- 
dant les propriétés indiquées ci-dessus comporte, à l’instant initial 
t = 0, une cavité sphérique de rayon a, remplie de gaz sous une pres- 
sion p, supérieure à la valeur critique p,. On demande le mouvement 
de la cavité et son rayon définitif. 

On néglige la résistance et la plasticité du sol et l’on admet que 
la pression dans la cavité varie selon la loi adiabatique: 


p=r(<)", (2) 


où y est une constante et a = a (t) le rayon variable de la cavité. 

Dès que la cavité est remplie de gaz une onde de choc dite de 
compactage commence à se propager au sein du sol. Supposons que 
le front de cette onde est sphérique et désignons le rayon de la sphère 
par À (t). : 

On admet que dans la couche sphérique D, = {a(t) <r < 
< R (t)} le mouvement du milieu est décrit par les équations de 
l'hydrodynamique d'un fluide parfait incompressible, c'est-à-dire 
par l'équation du mouvement 


(où u = u (r, t) est la vitesse des points du milieu) et par l'équation 
de la continuité mise sous la forme 


u= 20, () 


où À est une fonction du temps. 

A ces équations il faut adjoindre les conditions aux limites. Sur 
la frontière intérieure de D,, sphère de rayon a = a (t), la pression 
doit satisfaire à la condition (2) alors que sur la frontière extérieure 
on doit avoir les relations ordinaires sur le front de l’onde de choc. 
La première de ces conditions traduit la loi de conservation des mas- 
ses et s'écrit sous la forme 


PA = Pi (À —u), (5) 


où R est la vitesse de l'onde de compactage (le point désigne la déri- 
vation par rapport au temps), et u = u (R, t). La deuxième condi- 
tion exprime la loi de conservation de la quantité de mouvement; 
dans l'hypothèse qu'en amont du front de l'onde de compactage la 
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pression est égale à la pression critique p,!), elle s'écrit 


P—Ps=PoRu, (6) 


oùu=u(R,t)etp = p (R,t) sont la vitesse massique et la pression 
sur le front d'onde. 
I1 découle de (4) que 


A(t)=aa=R?, (7) 
et (5) s'écrit sous la forme u = 6,R, où 6, = 1 — ee est la compres- 
sion du sol. On obtient l'équation différentielle da = 6,R?R dont 
la solution vérifiant ka condition initiale a (0) = R (0) = a, four- 
nit la dépendance entre a et R: 


a 6,R3+ a5 CE (8) 


En portant ensuite (4) où l’on pose À (£) = aa dans l'équation 
du mouvement (3) et en l’intégrant sur r entrer = a et r = R on 
obtient 


se : a 4 1 
(aa+00) (1-2) (1-5) Ip D—p(R D]. (9) 
Ici on peut exprimer À en fonction de «a muyennant la formule (8), 


p (a, t) s'exprime également en fonction de a à l’aide de la formule (2) 
et il vient de (5), (6) et (7) que 


a? 
PR, 5=p=p,+ fe D. (40) 


Donc, (9) est une équation différentielle ordinaire du second ordre 
pour le rayon a = a (t) de la cavité gazeuse. Pour t = 0 la valeur 
a (0) = a, est donnée; de (10) on obtient pour t = 0 


a? (0) P0PE 0, (11) 


0 


de sorte que les conditions initiales pour cette équation sont connues 
et, par conséquent, la loi de variation de la cavité gazeuse est com- 
plètement définie. 

Solution approchée. Les expériences montrent que lerayon de la 
cavité devient rapidement 10 à 20 fois plus grand que le rayon ini- 
tial. De sorte qu'il est possible de négliger le deuxième terme dans 
le second membre de (8) pendant la majeure partie du mouvement. 
Il vient que a = 61/5R et après des transformations simples (9) 


1) Cette supposition se justific par des raisonnements thermodynamiques. 
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acquiert la forme 


ao | 3Y 

PANNES Po ( a } x «2 
2 mt—67) ? 
at: 
(4—6,) 85/° 
u=3+ HER 
at dr dr Â °° 

En posant x — 7 et en remarquant que ae a, on 


obtient pour x l'équation de Bernoulli 


ao \3Y 
Po (2) P« 


dx 
Pa TE GS 


Elle se résout par la méthode ordinaire de variation de la constante 
et sa solution satisfaisant à la condition initiale x (as) = #0, 
qui découle de (11) est 


m{(2)"-(2)" ; pe{(&)"—1} 
(1—01/$) (u—3y) u (1—01/*) 


O1 (Po—Px) f 2 \H 
+548) =)". (43) 


Une analyse simple de cette expression montre que la vitesse de 


dilatation de la cavité gazeuse a croît d’abord pour atteindre ensuite 
la valeur maximale et diminuer jusqu'à zéro. Le rayon final de la 
cavité Ga — max Peut être déterminé à partir de (13) pour x = 0. 

Remarques. On peut établir l’équation (9) directement par des 
raisonnements énergétiques. On peut alors calculer l'énergie dépen- 
sée à la déformation irréversible du sol. Les calculs montrent que 
52 à 63 % de l'énergie de l'explosif est transmise au sol dans la gam- 
me des valeurs de 6 = 0,1 à 0,3, ce qui est en bon accord avec les 
données expérimentales. 

Le modèle de l'explosion camouflée exposé ici fut proposé par 
À. Ichlinski, N. Zvolinski et I. Stépanenko [2] en 1954. Plus tard 
on a vu apparaître des modèles plus compliqués tenant compte des 
propriétés plastiques du sol, du compactage variable, des propriétés 
de résistance et de la rupture du milieu. Ces complications du modèle 
ont pour but de mieux approcher la nature. Toutefois, l'état actuel 
de nos connaissances sur les propriétés physicomécaniques des sols et 
des produits de détonation de l’explosif ne permet pas encore de poser 
et de résoudre exactement le problème. ‘ 


Pat = 


+ 
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Il s'avère parfois nuisible de surcharger le problème par un grand 
nombre de paramètres difficiles à déterminer. Certes, par un ajustage 
convenable de ces paramètres on peut toujours arriver à une coïn- 
cidence des résultats des calculs avec les données expérimentales. 
Mais le but qu'on vise en construisant un modèle mécanique d’un 
phénomène physique consiste à mettre en relief la contribution qu'une 
telle ou telle propriété du milieu : compressibilité, résistance, etc., 
apporte au processus. 

Il arrive parfois que des modèles différents se réduisent formel- 
lement aux mêmes relations. Par exemple, le modèle du sol avec le 
critère de plasticité de Prandtl et un compactage constant conduit à 
une équation différentielle de la même forme que (9). Seules les ex- 
pressions des coefficients sont différentes. 


$ 44. Soudage par explosion 


Le phénomène de soudage des métaux par explosion fut découvert 
par M. A. Lavrentiev et coll. en 1944-46 lors d'expériences sur les 
charges creuses. La figure 152 représente un échantillon à deux cou- 
ches obtenu dans ces expériences par le cor- 
royage simultané de deux cônes de charge 
creuse en métaux différents. Ce soudage se 
caractérise par la formation d'ondes (visi- 
bles sur la figure) à la surface de contact des 
métaux soudés. Dans les mêmes expérien- 
ces N. Sytyj a obtenu des barres monoli- 
thiques à partir de faisceaux de fils de cui- 
vre en lesentourant d’un cordeau détonant. 

Puis l’étude du soudage par explosion 
a été délaissée jusqu'au début des années 60 
où elle a été systématiquement reprise prin- 
cipalement en U.R.S.S. et aux U.S.A. Nous 
allons exposer ici certains résultats dus 
essentiellement à A. Déribas et à S. Godou- 
nov. 
Schéma élémentaire. La figure 153 illus- 
tre un procédé de soudage des métaux par 
explosion. Les plaques à souder sont placées 

Fig. 152 dans l’air ou dans le vide à une certaine 
distance l’une de l'autre de façon que 
les plans des plaques fassent entre eux un angle &. La plaque infé- 
rieure est solidement fixée sur un support, alors que sur la surface 
de l’autre (parfois sur une couche inerte interposée) on dispose une 
couche d'explosif. Soient po, Ôg: P1» 01 et Pe, 6, les densités et les épais- 
seurs de l’explosif, des plaques supérieure et inférieure respective- 
ment. 
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L'amorçage de l’explosif se produit près du sommet de l'angle 
au point À sur la figure 153. L'explosion imprime à la plaque pro- 
jetée une vitesse de l’ordre de quelques centaines de mètres par se- 
conde. Cette vitesse V se détermine en première approximation par 
la vitesse de détonation D de NAT et par le rapport des masses 
OoPo 
Bip: 


de l’explosif et de la plaque r — En appliquant le schéma 


DS 


LIU 
KKKKKK 


Fig. 153 


d’approximation unidimensionnelle et en supposant que la détona- 
tion est instantanée, on obtient la formule suivante pour la vitesse 
de projection [8]: 


- a 
DV mess () 


où k est l'indice de l’adiabatique des produits de détonation qui est 
supposé égal à 3 pour plusieurs explosifs ordinaires. 

La vitesse V étant connue, on peut déterminer l’angle de collision 
Y. qui est un important paramètre du soudage. Dans l'hypothèse 
naturelle de l'absence de forces agissant le long de la plaque proje- 
tée, la vitesse V doit être dirigée suivant la bissectrice de l’angle 
MPQ sur la figure 153 (la direction PQ est parallèle à la direction 
initiale de la plaque projetée) et l’on obtient 


V 
2D ‘ (2) 


La vitesse du point M de contact des plaques, que l'on détermine à 
partir de la relation évidente 


y=a+2arcsin — 


U=D sin (y—@) (3) 


sin Y , 
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est également un paramètre important caractérisant le régime de 
collision. Si les plaques sont installées d’abord parallèlement l'une 
à l’autre (x — 0), la vitesse du point de contact est égale à celle de 
détonation. 

En soudage par explosion il se développe au voisinage du point 
de contact, comme lors de la résorption des revêtements de charges 
creuses, des pressions tellement grandes que les propriétés de résis- 
tance des métaux deviennent inessentielles, de sorte que dans une 
zone étroite attenante à la surface de contact, on peut se servir du 
schéma du fluide incompressible. La distinction entre le soudage et 
l'effet de charge creuse consiste dans ce que dans le soudage les jets 


de charge creuse sont remplacés, sur les surfaces de contact, par des 
ondes plus ou moins sinusoïdales avec, parfois, des zones tourbillon- 
naires (fig. 154). 

S’agissant de l'effet de la charge creuse on a signalé au chapitre 
VII que pour des angles au sommet du cône «& très petits, inférieurs 
à une certaine valeur critique déterminée par les propriétés des maté- 
riaux, il n’y a pas de formation stable de jets. Notons qu'en soudage 
par explosion on choisit justement de petits angles d’inclinaison des 
plaques (la différence entre le cône et la plaque se réduit à la diffé- 
rence entre le problème à symétrie axiale et le problème plan et donc 
elle n’a pas d'importance). 

Le phénomène de formation des ondes lors du soudage par explo- 
sion n’a pu être interprété pendant longtemps. Toutefois on a établi 
expérimentalement une dépendance entre la longueur d'onde À et 
les paramètres de collision, qui, au cas où la plaque projetée est sen- 
siblement moins épaisse que la plaque immobile, prend la forme [9] 

à = 266, sin? +. (4) 
À part l'épaisseur de la plaque projetée 6, et l'angle de collision y 
cette formule ne contient pas d’autres paramètres des métaux en col- 
lision (ni même les paramètres de résistance), ce qui confirme l’hypo- 


$ 44] SOUDAGE PAR EXPLOSION 349 


thèse du caractère hydrodynamique du processus de formation des 
ondes dans le soudage par explosion. 

Avant d'exposer l'interprétation théorique de ce processus due 

à S. Godounov et à A. Déribas, donnons une analyse préalable du 

Re formulé par ces auteurs 
en collaboration avec A. Zabro- 
dine et N. Kozine [10]. 

Confluence des jets sous un petit 
angle. Supposons que deux pla- 
ques d'épaisseur 6, et 8, respecti- 
vement, assimilées aux jets plans 
d'un fluide compressible non vis- 
queux, entrent en collision confor- 
mément au schéma de la figure 155. 
Ici y, et y. sont les angles d'in- 
clinaison des plaques par rapport à l'axe des x (de sorte que l’angle 
de collision y = y; + y2), V. et V, les vitesses des plaques normales 
à ces dernières ; elles sont liées avec la vitesse U du point de contact 
M par les relations évidentes 


LIVI._ IV 

” sinÿs Ssinÿs” (5) 
De plus, si les angles y, et y, sont petits et l’axe des x dirigé le long 
de la surface de contact, pô, | V, | = p.6, | V, |, où p, et p, sont 


les densités des plaques. 

Nous écrivons les équations du mouvement en approximation 
acoustique (cf. Re I) 

1 dp ôv 1 dp 
Par 0 tp 
op » { du dv 
a The (= Ty ôy }=0, 
où u et v sont les composantes de la vitesse, p est la pression, p la 
densité du milieu pour V = Oet c la vitesse du son (pour simplifier 
l'écriture nous omettons les indices 1 et 2 affectant respectivement 
les plaques supérieure et inférieure). Nous admettons que U< c 
car c’est précisément dans ce cas que se produit le soudage par ex- 
plosion s ’accompagnant d’une formation des ondes. 

On s'intéresse à la solution du système (6), qui est stationnaire 
dans le système de coordonnées lié au point de contact. Pour cette 
raison on suppose que u, v et p sont respectivement égales à U +- 
+ u (x + Ut, y), v(x + Ut, y) et p (x + Ut, y). Le système (6) 
devient 


(6) 


1 9p _ 
P d& 


(7) 
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Il résulte de la première équation que la quantité u + FL n'est fonc- 


tion que de y; si le mouvement est irrotationnel, on peut admettre 
que cette quantité est nulle dans tout le domaine d'écoulement : 


= — 7. (8) 


En éliminant de (7) encore la pression p et en introduisant la 


notation Æ = = k (la quantité sous le radical étant positive 


LMD 
A, 1 [] £ 4, 


a: 


Fig. 156 


car on suppose que U << c), on peut conférer à ce système la forme 


ou ô Ù \ _ ôu__8 fv\__ 
FM à (x) (+)=0. O(ky) oz (5) 0. (9) 
D'où il vient que la fonction 
f=u—i— (10) 


est une fonction analytique de la variable complexe z = x + iky 
et il nous reste à déterminer cette fonction en utilisant les conditions 
aux limites du problème. 

Admettons pour simplifier que les densités des plaques en colli- 
sion ainsi que les vitesses du son dans ces plaques sont les mêmes 
(P1 = Pe = P, © = ce = c). En outre approchons les plaques dans le 
plan (x, y) par les bandes {0 << y << 6,} et {—6, << y << 0}. La fonc- 
tion f sera alors analytique dans la bande {—k6, << Im z << kô;} 
munie d’une coupure le long du demi-axe négatif; désignons ce do- 
maine par D (fig. 156). 

La pression étant égale sur les surfaces libres à une constante 
qu’on peut prendre égale à zéro, en vertu de (8) on a u = 0. On ob- 
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tient la première condition aux limites du problème: 1) Re jf = 0 
sur toute la frontière de D. Ensuite, on doit avoir à l’infini les con- 
ditions suivantes (cf. fig. 156) : 2) u = Re f — 0 lorsque x —+ + oo, 
3) v—=—k Im f—0 lorsque z— A4, (i.e. lorsque xz—> +00), 
u—> — | V, | lorsque 2— 4, (ie. lorsque z—> —o, y< Ü), 
v—+ | V, | lorsque z— À, (i.e. lorsque x —> —o, y << 0). Pour 
que f soit complètement définie exigeons encore une condition: 4) 
au voisinage du point de contact À, (z = 0) 


QE 7. (11) 


où À est une constante. La dernière condition résulte de l'analyse 
d'une série de solutions numériques d’un problème bidimensionnel 
non stationnaire de collision des plaques dans le schéma du fluide 
parfait. 

Les conditions 1) à 4) permettent de déterminer la fonction f. 
A cet effet transformons par une application conforme le domaine D 
dans le demi-plan supérieur Imë£ >0; l'inverse de cette application 
s'écrit 


2= + {6 log (1+-<)+6 log (1—+-)}, (12) 


les points homologues étant désignés sur la figure 156 par les mêmes 
lettres (cf. L. et Ch). Il est aisé de vérifier que toutes ces conditions 
sont satisfaites par la fonction 


fO=-T, (13) 
« ô Ml CAM ah i 
où B — F 5 En effet, 1) est remplie vu que f 


prend sur l’axe réel des valeurs imaginaires pures, 2) est évidente, 
3) découle du fait que les images des points 4, et 4, sont Ë = Ô» 
et & — —6, et enfin, 4) du fait qu'au voisinage & — 0, comme il 
vient de (42), 


7 m5 16e yo 
22 ble ge (14) 


En se servant de la solution trouvée on peut évaluer la dimension 
de la zone des hautes pressions au voisinage du point de contact. À 
cet effet remarquons qu’en vertu des relations (5) et de la petitesse 
des angles y, et y», l’ Aer Ha B peut être écrite sous la forme 


approchée suivante: B À REE e. NE si in + . Alors en tenant encore 


compte de (14) on trouve l'expression is rochée de la fonction f 
au voisinage du point de contact z = 0: 


JO RiU sn ty si. (45) 
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où C est une notation condensée pour sin + multiplié par le radical. 
Conformément à: (10), la vitesse de la plaque projetée v — = = 


= —Im kf (z), de sorte qu’au voisinage du point de contact 


D ___y ôy — ___kUC 
ot o(z— Ut) V Ut—z 


(x est supposé fixe). D'où par intégration y — 24C V Ut — x, soit, 
dans le système de coordonnées lié au point de contact, 


y = AC V=z (16) 


_ On voit qu’au voisinage du point de contact la surface libre est 
une parabole. Comme dimension caractéristique de la zone des hautes 
pressions on peut prendre le rayon de courbure de cette parabole à 
l'origine des coordonnées, i.e. la quantité 


: 46,6 US 
RSC D 1/1 sin à (47) 


(on a remplacé 8 et C par leurs expressions). 
En particulier, lorsque 6, + o on en tire la formule 


& Un. , 
R=4 4/1 6, sin? 


semblable à la formule (4) pour la longueur des ondes qui se forment 
lors du soudage par explosion quand la plaque projetée est sensible- 
ment moins épaisse que la plaque immobile. Cette identité de forme 
permet de supposer que la longueur des ondes À est fonction de la 
dimension naturelle R et de la vitesse U: 
U? \-1/2 

1# const.R.(1——) : (18) 
Toutefois, cette dépendance n’a encore pas été confirmée par des ex- 
périences en raison de difficultés d'ordre technique. 

Formation des ondes. De multiples expériences sur le soudage par 
explosion révèlent que les ondes se forment sur la surface de contact 
non pas au moment de la collision mais après un certain temps. Par 
suite, la surface de contact près du bord avant est lisse et les ondula- 
tions n’apparaissent qu’à une certaine distance du bord (fig. 157). 

Cela a suggéré l’idée que le processus de formation des ondes né- 
cessite pour son amorçage une perturbation initiale au point de con- 
tact. Cette perturbation peut provenir d’une onde de dépression qui 
arrive au point de contact depuis la surface libre de la plaque pro- 
jetée. Dans le cadre de l’approximation acoustique il n’est pas dif- 
ficile de calculer le temps t, nécessaire pour que l'onde réfléchie ar- 
rive pour la première fois au point de contact: il vient de la figure 
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158 que Ut) + Ô — an ns où U et c désignent toujours la 
2 a 2 


vitesse du point de contact et la vitesse du son dans la plaque pro- 
jetée respectivement. D'où la longueur de la portion AM (fig. 158) 
non atteinte encore par l’onde réfléchie : 


AR ARE 
Les expériences montrent que la dimension de la zone de la surface 
de contact non atteinte encore par les ondes est décrite approximati- 
vement par cette formule. 
On a procédé à des expériences de contrôle afin de vérifier l'hy- 
pothèse sur le rôle de l’onde de dépression dans l’amorçage de l’on- 
dulation de la surface de contact. La dépression au point de contact 


Fig. 157 


a été créée artificiellement en ménageant un gradin spécial dans la 
plaque immobile. Dans ces expériences les ondes sont apparues sur 
la surface de contact immédiatement à l'aval du gradin même dans 
le cas où il se trouvait à une distance inférieure à !, du bord amont. 

Parallèlement on a découvert une circonstance importante. Il 
s'est avéré que pour l'excitation d'ondes sinusoïdales stationnaires 


Fig. 158 


il faut que la hauteur k du gradin soit à peu près égale à la longueur 
d'onde À, car pour h sensiblement supérieure ou inférieure à À les 
ondes stationnaires ne se sont pas formées. 

Ainsi il ne faut pas chercher dans la formation des ondes la mani- 
festation d'une instabilité quelconque. Il est plus naturel d'admettre 
ici l'existence d’un certain système auto-oscillant à excitation cons- 
tante. 


23—06822 
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Forme des oscillations. Dans le cadre du modèle acoustique décrit 
par le système d'équations différentielles (6) il est possible d'étudier 
les formes éventuelles des oscillations dans les plaques en collision 
[11]. En éliminant de l'équation (6) les composantes de la vitesse 
u et v, on obtient pour la pression p l'équation des ondes 


De (SE +ÉE)=0. (20) 


Cette équation possède des solutions périodiques en t de la forme 
p = AZ, (or) sin (cot + a) sin (v0 + B), 

où Z,est une fonction Se anes d'ordre v, r et 6 sont les coordonnées 

polaires (r= Var + y, tg0— +) .et 4, ow, « et B des constantes 


arbitraires (cf. L et Ch.). 

En passant comme précédemment à un système de coordonnées 
se déplaçant avec le point de contact, en admettant que la source 
perturbatrice est placée au point (rs, 0) de ce nouveau système et 
en prenant enfin pour fonction cylindrique Z, la fonction de Hankel 
de première espèce H\”°, on obtient pour p l'expression 


p= AH (or) sin _ LEE ) sin (vO+B), (21) 


où maintenant r — y es o) + y?, tg 0 = DEA U est toujours 
la vitesse du point de contact et k — Vi? — — . Pour satisfaire 
à la condition aux limites d’après laquelle p — 0 aux points de 
la coupure x 0, y = 0 il faut admettre que v = L. 1, ë, iris 


. b14 . . 
et prendre f—0 pour v entier et f = pour v demi-entier. 
Habituellement les ondes observées (qui sont représentées sur 


la figure 159) correspondent au cas v — 1 lorsque la pression varie 
selon la formule 


p= AH (wr) sin (cut + 2 En) sin 0. (22) 


Dans les cas isolés si l’on assure la symétrie de précision du régime 
de collision, on arrive à observer les oscillations symétriques corres- 


pondant à v — 2 (fig. 160). L'éventualité de réalisation des harmoni- 


ques plus élevés demeure encore non élucidée. 

Il est naturel de choisir le point x,, où se trouve la source pertur- 
batrice, dans la zone des hautes pressions surgissant au voisinage du 
point de contact; la dimension caractéristique À de cette zone est 
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évaluée plus haut par la formule (17). En réalité la source perturba- 
trice n’est pas ponctuelle mais s’étale sur toute la zone des hautes 
pressions. De sorte qu'on peut considérer cette zone comme une sour- 


ce d'’oscillations de fréquence de l’ordre de o Æ + . Pour les esti- 
mations approximatives il suffit de prendre dans (22) précisément 


Fig. 159 


cette valeur de w. On pourrait effectuer des calculs plus précis en 
tenant compte de la distribution réelle des pressions dans la zone 
indiquée et en intégrant (22) par rapport à x. 

T1 convient de remarquer que la formule (22) ne décrit le processus 
ondulatoire réel qu'aux distances du point de contact sensiblement 
supérieures à la dimension À de la zone des hautes pressions mais 
ne dépassant pas l'épaisseur 6, de la plaque projetée. Aux grandes 
distances du point de contact l'influence des frontières libres devient 
essentielle, ce qui conduit à un amortissement exponentiel des oscil- 
lations. 

Signalons encore que le schéma de l'approximation acoustique 
ne permet pas seulement d'obtenir les expressions de la pression et 
des composantes de la vitesse mais aussi celles de la surface libre. 
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Dégagement d’énergie. Les ondes émises par l’oscillateur qu'est 
la zone des hautes pressions, s’amortissent rapidement et le temps 
d'amortissement caractéristique + est de l’ordre de la période d'os- 


; : 271R 2 À 
cillations RL Par conséquent, pour expliquer l'existence des os- 


cillations non amorties accompagnant le soudage par explosion 
il y a lieu de supposer que le pompage de l'énergie suit une loi non 
linéaire dans ce processus. 

Pour étudier la distribution de l'énergie dans la zone du joint 
lors du soudage par explosion on a monté des expériences spéciales 
121. Pour le soudage on a sélectionné des métaux spéciaux formant 
un couple thermoélectrique au soudage, tels que le nickel et l'acier. 


et SE ee Lure. 


Fig. 160 


La force électromotrice créée par le contact entre la plaque projetée 
et la plaque immobile a été enregistrée par un appareil. La courbe 
tension-temps enregistrée par cet appareil présentait sur la portion 
initiale de brusques oscillations dues à l’interaction des ondes de 
choc et des ondes de dépression qui cheminent dans les plaques. Mais 
après 2-10-5 s lorsque le processus de collision touchait à sa fin la 
courbe a affecté un caractère régulier et l’on a pu établir la variation 
de la température du joint en fonction du temps. 

Le dépouillement des résultats de ces expériences a conduit à la 
conclusion importante suivante [12]. A la frontière de la zone de col- 
lision, dans une couche extrêmement mince (environ dix fois plus 
mince que la zone de formation des ondes) il y a dégagement à une 
très grande vitesse d’une quantité finie de chaleur Q constituant en- 
viron 3 % de l'énergie cinétique de la plaque projetée. Ceci détermine 
le régime thermique de la zone où a lieu la résorption de la chaleur 
Q d’après les lois de conductibilité calorifique. Le reste de l'énergie 
cinétique de la plaque projetée se dégage plus ou moins uniformé- 
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ment dans tout le volume et détermine la température finale des 
plaques. 

Donc, il y a des preuves expérimentales que dans une couche min- 
ce à la frontière de la collision il se dégage une énergie finie. Cette 
énergie entretient probablement le processus auto-oscillatoire de 
formation des ondes lors du soudage par explosion. Le mécanisme de 
ce dégagement d'énergie ainsi que les origines de celui-ci ne sont pas 
encore étudiés. L'hypothèse la plus probable est celle qui dit que le 
rôle décisif y est joué par le frottement entre les surfaces à joindre. 
J1 convient de noter que le soudage peut être envisagé comme le pro- 
cessus inverse de la fissuration (cf. le chapitre précédent) si bien que 
le dégagement d'énergie au cours du soudage est équivalent à sa 
consommation lors de la fissuration. 

Jet noyé. On a noté plus haut que la collision des plaques lors 
du soudage par explosion a lieu pour des angles d'’inclinaison infé- 
rieurs à la valeur critique qui est nécessaire pour la formation du jet 
de charge creuse. Or, de la résolution du problème sur le choc d'un 
jet, chapitre VII, il suit que l'existence d’un jet de retour est une 
conséquence nécessaire de la loi de conservation de la quantité de 
mouvement. Il se pose la question. naturelle de savoir ce que devient 
le jet de retour lors du soudage par explosion. En conclusion, nous 
allons montrer en nous référant à l'ouvrage [13] comment on peut 
répondre à cette question dans le cadre du schéma du fluide incom- 
pressible et par la même occasion nous allons rendre compte une fois 
de plus de l'efficacité de ce schéma. 

Les résultats des calculs numériques de la collision non station- 
naire des plaques donnés dans [10] permettent de conclure à l'exis- 
tence, au voisinage de la surface de choc, d’une couche dans laquelle 
les vitesses sont sensiblement inférieures à celles du flux environ- 
nant. Il est naturel de supposer qu’au point de contact il y a une 
source générant un jet noyé animé d’une vitesse inférieure. Au cours 
de l’écoulement ultérieur ce jet se dilate par effet de viscosité en rem- 
plissant progressivement tout l'écoulement. 

Voici quelques calculs relatifs à cette hypothèse. La loi de con- 
servation de la projection de la quantité de mouvement sur l’axe des 
y donne dans les notations de la figure 155 p,ô6,Usin y, = p:0,U sin y: 
d'où pour de petits angles 


22 P202 y Prôr 
Vi pô prde V2 pô psds ei 


En utilisant la loi de conservation de la projection de la quantité 


de mouvement sur l’axe des zx il est aisé de trouver la quantité de 
mouvement au point de contact 


J'= pô U (1 — cos y) + p.8U (1 — cos y:) 
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soit, compte tenu de (23), 


LR 17 Y? _P161P202 
F0 2 P101+P20s 64 


D'où la vitesse à l’infini après la collision 


TT Pad +Pade 2 (P101 +202) 
Dans le cas particulier où p, = p, on a avec la même précision: 
Us =U sin À. (26) 


Analysons maintenant l'hypothèse précédente qui dit que la 
dilatation du jet noyé est due à la viscosité. Pour simplifier on se 
servira de l'équation unidimensionnelle de diffusion 


ôu ou 
U de = V FT , (27) 


U-= J _ Ur? P161P2ôe (25) 


où v — . est le coefficient de viscosité cinématique. Intégrons cette 
équation par rapport à x de — oo à œ pour y = 0 fixe: 


; æ 
UUx—U-x)=vrr Î u(z, y) dx. 
En tenant maintenant compte de ce que dans nos hypothèses 
U _+ (la vitesse du jet noyé à —) est nulle introduisons le déplace- 
ment horizontal 


= | u(zx, y) dx; 


la relation précédente aura alors la forme 


d?z 
v FT = Us. (28) 


D'où il vient que les segments de droites, parallèles à l’axe des y 
avant la collision, se transforment après la collision en des portions 
de paraboles dont la forme est définie par la vitesse VU, et le coeffi- 
cient de viscosité. 

Les expériences spéciales décrites dans l'ouvrage [13] ont montré 
qu’à partir d'une certaine distance de l'axe des x les courbes expé- 
rimentales z (y) diffèrent très peu de paraboles. Ces paraboles ont 
permis d'établir les coefficients de viscosité des différents métaux 
et il s’est avéré que les valeurs trouvées sont en bon accord avec les 
valeurs connues. 

On a ainsi obtenu la confirmation expérimentale de l'hypothèse 
de l'existence du jet noyé qui remplace le jet de charge creuse dans 
le soudage par explosion. 
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CHAPITRES SUPPLÉMENTAIRES DE LA THÉORIE 
DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES 


par V. Arnold 


Cet ouvrage de V. Arnold, docteur ès sciences physiques et mathématiques, 
prix d’Etat, vient compléter les « Equations différentielles ordinaires » qui 
sont parues en français. L'auteur y examine les méthodes analytiques et quali 
tatives d'étude des équations différentielles. 11 attache une grande attention 
aux applications des équations différentielles à la mécanique. Les principaux 
chapitres traités sont: les variétés invariantes, les formes normales, la stabilité 
structurelle, la théorie de la bifurcation, la méthode de moyennisation, la discus- 
sion des singularités. L'exposé fait une large part aux mathématiques mo- 


dernes. 
Cet ouvrage s'adresse aux élèves du second et du troisième cycle des universités 


et des écoles techniques supérieures ainsi qu'aux personnes désireuses de par- 
faire leurs connaissances en mathématiques. 


INTRODUCTION À LA THÉORIE 
DES PROCESSUS ALÉATOIRES 


par Ï. Guikhman et A. Skorokhod 


L'ouvrage de I. Guikhmanet A. Skorokhod, membres correspondants de l’Aca- 
démie des sciences de l'Ukraine, développe la théorie des processus aléatoires 
sur des bases mathématiques rigoureuses. [1 suppose au lecteur des connaissances 
de la théorie des probabilités. Les principales notions de la théorie de la mesure 
sont rappelées sans démonstration. Les auteurs se penchent sur les principes géné- 
raux de la théorie y compris sur l’axiomatique de la théorie des probabilités 
et sur les principales classes de processus aléatoires. Les auteurs ont fait une 
place importante aux processus à accroissements indépendants, aux processus 
markoviens, au problème de la prévision linéaire, ainsi qu'aux théorèmes limites 
pour les processus aléatoires. Le mérite de cet ouvrage est dans son laconisme, 
sa rigueur, l’enchaînement judicieux des sujets abordés, la mise en relief des 
problèmes clés de la théorie. 

Ce manuel s'adresse aux élèves du second et du troisième cycle ainsi qu'aux per- 
sonnes désireuses de s'initier aux principales méthodes mathématiques de la 
théorie des processus aléatoires. 


